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iEiiiileituii^. 

In der Abhandlung von D. Hubert „Ueber die Theorie des 
relativ quadratischen Zahlkörpers ^ ^) ist zum ersten Male dasReci- 
procitätsgesetz für quadratische Reste innerhalb eines alge- 
braischen Grundkörpers h vollständig aufgestellt und bewiesen 
worden. Vorausgesetzt ist hierbei, dass der Grundkörper k nebst 
seinen sämmtlichen konjugirten Körpern imaginär ist und über- 
dies eine ungerade Klassenanzahl besitzt. 

Der nächste Zweck der vorliegenden Arbeit besteht darin, 
den Inhalt und die Richtigkeit des genannten Gesetzes, die durch 
einen sehr abstrakten Beweis verbürgt ist, an Zahlenbeispielen 
evident zu machen. Es wird dabei das Gesetz in der besonders 
leicht fasslichen und eleganten Darstellung zu Grunde gelegt 
werden, in welcher es der Entdecker desselben neuerdings in der 
Abhandlung „Ueber die Theorie der relativ Aberschen Zahlkörper"*) 
auf's Neue ausgesprochen hat. 

Mögen ferner die Berechnungen der vorliegenden Arbeit noch 
als ein Versuch angesehen werden, zahlentheoretische Gesetze in 
Zahlkörpern höherer Grade als derjenigen zu bestätigen, von 
denen die gewöhnlich zu Beispielen verwendeten Grundkörper 
sind. Der Verfasser ist überdies von dem Bestreben geleitet 
worden, die zur Bestätigung erforderlichen Berechnungen mög- 
lichst aUgemein zu halten und einem beliebig hohen Grade des 
gewählten Zahlkörpers anzupassen. Als Resultat dieses Bemühens 
sind die Sätze des § 4 hervorgegangen, nach denen die Bestimmung 
des quadratischen Charakters einer beliebigen Zahl des gewählten 
Zahlkörpers nach einem beliebigen Modul stets zurückgeführt 



1) Mathematische Annalen Bd. 61. 

2) Nachrichten d. K Ges. d. Wiss. zu Göttingen 1898. 
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werden kann auf die Bestimmung des quadratischen Charakters 
rationaler Zahlen im Körper der rationalen Zahlen. 

Bei dem Bestreben nach Allgemeinheit hinsichtlich des Grades 
war es wünschenswert, einen möglichst einfachen Zahlkorper zur 
Berechnung heranzuziehen. Die moderne Zahlentheorie lehrt, dass 
die absolute Grösse und die Anzahl der in der Körperdiskrimi- 
nante aufgehenden rationalen Primzahlen ein Kriterium für die 
Einfachheit eines Zahlkörpers liefern. Damach bieten sich zu- 
nächst die Kreiskörper mit Primzahl- bezw. Primzahlpotenz-Expo- 
nenten als die einfachsten dar; für diese besitzen wir überdies 
ein ausgezeichnetes Zahlenmaterial in den „Tafeln komplexer 
Primzahlen, welche aus Wurzeln der Einheit gebildet sind", einem 
Werk, welches auf Anregung von Kummer von Herrn Prof. 
C. G. Reuschle hergestellt ist. Die Einheitswurzeln, von 
welchen der Titel des Werkes spricht, sind die imaginären Wur- 
zeln der Einheit, deren Grade die sämmtlichen Zahlen des ersten 
Hunderts sind. 

(^\ 
Wir haben den Kreiskörper der 2***" Einheitswurzeln iVe^ / 

gewählt, dessen Diskriminante eine Potenz der kleinsten rationalen 
Primzahl, der 2, ist. Obwohl dieser Zahlkörper von gewissen 
Eigenthümlichkeiten ist, die ihn gerade vor anderen Kreiskörper 
auszeichnen und vor mehreren Jahren von Heinrich Weber 
zum Gegenstande besonderer Untersuchungen gemacht worden 
sind, so erweist derselbe sich doch für die hier zum Ziele ge- 
steckten Berechnungen, wie man sehen wird, als ganz besonders 
einfach und durchsichtig. 

Die speciellen Körper, in welchen das allgemeine quadratische 
Reciprocitätsgesetz bestätigt werden wird, sind die Zahlkörper 
der vierten, achten und sechszehnten Einheitswurzeln. Den Be- 
stätigungen lassen wir noch einen allgemeinen Teil voraufgehen. 
In den drei ersten Paragraphen wird eine vollständige zahlen- 
theoretische Analysis des Zahlkörpers und seines Integritäts- 
bereiches dargeboten; im vierten Paragraphen wird die bereits 
erwähnte Untersuchung über die quadratischen Charaktere durch- 
geführt. 
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§1. 

Allgemeine Charakterisirang des Kreiskorpers 
der 2^*^" Einheitswnrzeln. 

Der Zahlkörper, welchen wir betrachten, entspringt aus einer 
primitiven Wurzel der Gleichung 

F{x) = x«*-l = 0. 

Die Gleichung der primitiven Wurzeln von F{x) = ist 

f(x) = x^"+l = 0; 

dieselbe ist irreducibel im Bereich der rationalen Zahlen und be- 
sitzt nur imaginäre Wurzeln, von denen jede eine bestimmte Po- 

2<ar 

tenz von irgend einer unter denselben ist. Z = c ** ist eine 
Wurzel der Gleichung f{x) = und die sämmtlichen Wurzeln 
derselben sind 

z\ z^ z\ , z^-^ 

Die Exponenten von Z bilden die Beihe aller ungeraden Zahlen 
unterhalb 2^. Nun haben die Zahlen 3 und 5, oder auch die 
Zahlen 2* — 3 und 2* — 5, und nur diese Zahlen die Eigenschaft, 
dass jede ungerade Zahl unterhalb 2\ abgesehen vom Vorzeichen 
+ oder — , einer bestimmten Potenz von 3 bezw. 6 nach dem Modul 

1 



Digitized by 



Google 



2* kongruent ist. Bezeichnet man mit 2« + l eine ungerade Zahl 
< 2*— 1, so bestehen nach 2* die Kongruenzen 



n(fi-l) 

— r^ 



2n + l = (-1) . -y 

Im Besonderen sei hierzu bemerkt, dass die 2*"* ungeraden 
Zahlen unterhalb 2* sich stets so in zwei gleichviel 2*"* Zahlen 
enthaltende Gruppen teilen lassen, dass die Zahlen der einen 
Gruppe kongruent + 3' bezw. + 5^ ausfallen , wo e, e' die Werte 
1, 2, 3, . . . 2*"* aimehmen, und dass die Zahlen der anderen Gruppe 
kongruent —3' bezw. -B*' ausfallen, wo wieder e, e' gleich 1,2, 
3, . . . 2*"* werden. Hieraus folgt , dass 2*"' der niedrigste Expo- 
nent ist, für welchen 3* bezw. 5*' kongruent 1 nach 2* ausfallen; 
denn wäre 

3« = B«' = 1, (2*), 

wo X, x' kleiner als 2*"*, so wäre 

S'^^* = S\ B'^-^» = B\ (2*) 

und daher wären die Potenzen 3* bezw. B'' für e' e gleich 1, 2, 
3, . . . 2*"* nicht sänmitlich von einander verschieden. 

Hieraus folgt, dass die Gruppe des Körpers K{Z), 
wenn man s = (Z: Z"), t = (Z: Z*), s' = (Z: Z") setzt, fol- 
gende beiden Darstellungen gestattet: 

s = (Z: Z% 5« = (Z: Z^'), . . . , s'"^' = (Z: Z^H = 1, 
s's = (Z: Z'% s's^ = (Z: Z"^*), . . . , 5«^s' = (Z: Z'O = s', 
und ferner: 

t = {Z: Z% t^ = [Z'.Z'^'Y . . . , ^**"'(Z: zO = 1» 
s't = (Z: Z-»), sH^ = (Z : Z"»'), . . . , 57»*" = (Z: zO = s\ 

Die Substitutionen der Gruppe des Körpers K{Z) 
setzen sich zusammen aus den Potenzen von ä, bezw. f, 
und den Produkten dieser Potenzen mit s\ 

Diese Darstellungen der Gruppe des Körpers K{Z), dessen 
Grad wir jetzt mit m bezeichnen, indem wir 2*"* = m setzen, 
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besagen, dass der Körper £'(^ sich zasammensetzen lässt 

aus dem reellen Körper ä(Z+Z*"*) vom Grade -g- und 

einem der beiden imaginären quadratischen Körper 
k{i) oder *(V^). 

Beweis. Die Substitution s = (Z : Z^) also auch deren Po- 

m 

tenzen , lassen die Zahl Z^ = « , die Substitution t = (Z: Z^) 

m m 

und deren Potenzen lassen die Zahl Z^ — Z * ^ ^i^^i = y— 2, 
die Substitution s' = {Z : Z~*), 5' = 1 lassen die reelle Zahl 

Z+Z'' = e'' = e ^ = 2cos^ 
umgeändert. 

Der reelle Körper lc{Z+Z'^) ist cyklisch, seine Substitutions- 
gruppe darstellbar durch die Potenzen 

m 
Sf S j » , . f $ , 

oder durch die Potenzen 

m 

Die zu k{Z+Z'^) gehörige Untergruppe vom Grade 2 ist 

6 = (Z:Z-'), <f' = 1. 

Neben den reellen cyklischen Unterkörper k{Z+Z'^) vom 

Grade -^ stellt sich ein imaginärer cyklischer Unterkörper vom 

gleichen Grade. Dieser Unterkörper wird bestimmt durch die 
imaginäre Zahl 

Z^Z-' =x e«* -e" «* = 2i8in|^. 

Die Substitutionsgruppe dieses Körpers k^Z—Z"^) ist durch 
dieselben Substitutionen darstellbar, wie diejenige des Körpers 
k^Z+Z"^), Die zu i(Z— Z"*) gehörende Untergruppe zweiten 
Grades ist 

1* 
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fs = (Z:-Z-»), <y" = 1. 
Der dritte noch existirende Unterkörper vom Grade ^ ist 
nicht cyklisch und von demselben Typus wie K{Z)] derselbe 

m 

wird definirt durch die Zahl Z* und die Gleichung (Z^) * + 1 = 0. 

Genau so wie sich vom Körper K{Z) vom Grade m drei Un- 

terkörper vom Grade -5- ableiten, so leiten sich vom Körper 

Je (Z^) vom Grade -g- drei Unterkörper vom Grade -j- ab. Es sind 

dies erstens der Körper A;(Z*), der nicht cyklisch und von dem- 
selben Typus wie K{Z) ist, zweitens der reelle cyklische Körper 
Ä;(Z*+Z"*) und drittens der imaginäre cyklische Körper Ä;(Z*— Z~*). 

Zur Uebersicht schreiben wir jetzt die sämmtlichen Unter- 

l ^] . 
körper des Körpers K{Z) = K\e * / in drei Reihen, nach abstei- 
genden Graden ordnend. 

I. Die nichtcyklischen imaginären Unterkörper, 
c"*"*] = Ä(Z'): Gleichung a;"'+l = 0, 
e«*'V = k{Z*): „ «* + ! = 0, 

( 2ct \ jn 

e^-V = kiZ'): „ a;Vl = 0, 



^m = 


Mf1: 


kie^ = 


mh 


.C?) . 


m)-- 


k{e^ = 


k(i): 


.(e-) == 


H-1) 



3* + l 
X* + l 

a^ + 1 
x+1 



0, 
0, 
0, 
0, 
0, J 



\ I. 
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n. Die cyklisc 


hen imaginären Unterkörper 


h{z-z-y. 
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Jeder nichtcyklische imaginäre Körper der 
Reihe I, abgesehen von Ä(^— 1), enthält von einem be- 
stimmten Grade, 2", 2<x<ä— 2, stets drei und nur 
drei Unterkörper, einen nichtcyklischen imaginären 
der Reihe I, einen cyklischen imaginären der Reihe 
II, einen cyklischen reellen der Reihe III. 

Zweitens beweisen wir folgenden Satz: 

Die beiden cyklischen Unterkörper, der imaginäre 
k(Z—Z'^) und der reelle k{Z + Z'^) enthalten von einem 
bestimmten Grade, 2*, 1<x<ä — 2, stets einen und 
nur einen Unterkörper. Derselbe ist ein reeller cy- 
klischer der Reihe III. 

Beweis. Jede Zahl a des Körpers Jc(Z+Z''^) ist, da -^ der 
Grad desselben, in folgender Form darstellbar: 

a = a, + a,{Z+Z") + a,{Z+Z'y 
+ a,{Z+Z''r+a,{Z+Z'y 
+ 

2 

wo a^j a^, a,, ... rationale Zahlen bezeichnen. Dieser Ausdruck 
für a lässt sich leicht auf den folgenden reduciren: 

a = r, + r,{Z-hZ-') + r,{Z' + Z'') 
+ r,(Z' + Z") + r,{Z'+Z-^) 
+ 



+ rjn^,{z^ \Z ^"*"'), 



wo wieder r^, r„ r,, ... rationale Zahlen bezeichnen. Es ist nun 
sofort ersichtlich, dass die in Klammer stehenden Binome nur 
Zahlen von Körpern ä;(Z*'* + Z-*'*), d.h. Zahlen von Körpern der 
Reihe HE darstellen. In der That sind die Binome nur von einer 
der folgenden drei Formen 
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^2^. (2ii+ 1) , ^— 2*. 2n+ 1) 

Die Zahl z^~+» + ,^t2».H.i) j^^ entweder identisch mit der Zahl 
Z+Z"^ oder zu dieser letzteren konjugirt im Körper h{Z+ Z"^)] 
denn die erstere entsteht aus der letzteren durch eine Substitution 
fS = (Z:Z^*"^'), d.h. durch eine Substitution der Gruppe von 
K{Z), durch welche die Zahlen des Körpers k{Z+Z''^) entweder 
ungeändert gelassen oder in ihre konjugirten übergeführt werden. 
Desgleichen ist die Zahl ^2^(2n+i)_j_^-2^2H+]) ^j^^^ 2ahl des Kör- 
pers *(Z^+Z-^), durch die Substitution 6 = (Z:Z^"*^') aus der 

Zahl ^+Z~~ hervorgegangen. Wie man also auch über die 
Koefficienten r^, r,, r,, ... verfügen mag, man kann für a nur 
Zahlen erhalten, welche einem der Körper der Reihe lH ange- 
hören, womit die Behauptung, soweit sie den Körper Jc{Z+Z''^) 
angeht, bewiesen ist. 

Aus dem binomischen Satze folgt ferner, dass eine beliebige 
Zahl a des Körpers Jc{Z—Z'') sich in folgender Form darstellen 
lässt 

WO a, b, c rationale Zahlenkoefficienten bezeichnen. Da nun 
^2h + i_^-(2»i+i) entweder identisch mit Z—Z^^ oder zu dieser 
Zahl konjugirt, so folgt, dass die Unterkörper vonÄ(Z— Z"') voll- 
kommen identisch sind mit denjenigen des Körpers Jc{Z+Z'y 
Hiermit ist der obige Satz vollständig bewiesen. 

Wir verlassen jetzt die Diskussion des Körpers K{Z) im All. 
gemeinen und suchen den Bereich der ganzen Zahlen desselben, 
den Integritätsbereich nach Kronecker's Ausdrucksweise, insbe- 
sondere die Primideale und Einheiten zu erforschen. 
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§2. 
Die Zerlegung der Zahl 2, die Diskriminante, die ganzen 

Zahlen des Zahlkorpers k[€^). 

Die Zahl 2 nimmt im Körper der 2**«° Einheitswurzeln eine 
besondere Stellang ein, was darin seinen Gmnd hat, dass die Dis- 
kriminante dieses Körpers, wie weiterhin gezeigt werden wird, 
gleich einer gewissen Potenz von 2 ist. 

£s gilt nämlich der Satz, dass die Diskriminante eines alge- 
braischen Zahlkörpers alle und nur diejenigen rationalen Prim- 
zahlen als Faktoren enthält, welche durch das Quadrat eines Prim- 
ideals teilbar sind. 

/ ^ 
Die Primfaktoren der Zahl 2 im Körper K\e ** = K{Z) 

lassen sich sehr leicht bestimmen. Da Z*, Z', Z*, ... Z*"~* die 

Wurzeln von f{x) = x'^ + l = sind, so gilt identisch in x: 

setzt man o; = 1, so kommt: 

f(l) = 2 = (1-Z0(1-Z')(1-Z) . . , (i-z»-o. 

Die Faktoren dieses Produktes unterscheiden sich von dem 

1 — Z' 

ersten Faktor 1 — Z nur um einen Einheitsfaktor. Es ist -z =^, 

1 — Z 

so oft g eine ungerade Zahl, eine Einheit von K{Z)\ denn, ist flf' 
eine ganze rationale Zahl von der Art , dass g-g' = 1, (2m) aus- 
fällt, so sind 

^' - T^Y 
sowie der reciproke Wert davon 

' 1-Z' 1-Z' 

ganze Zahlen des Körpers K(ß)', es ist 
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9 
l-Z* 



1-Z 
l-Z l-Z*^ 






l-Z' l-Z' 

Schreibt man jetzt obige Prodoktentwicklang der Zahl 2 in 
der Form 

2 = a-^(i-l4)(l-2)(i^)-(l-^)... 

, ('-^(^-f^P). 

SO ersieht man daraus, dass 

2 = {i-zy 

ist, sofern wir (1 — ^) als Hauptprimideal aufpassen. Bezeichnen 
wir mit A die Zahl 1 — Z und mit I das Hauptideal (A), so erhalten 
wir die Gleichung 

Um die Diskriminante des Körpers K{Z) zu bestimmen, neh- 
men wir den Ausgangspunkt von der Bestimmung der Differente 
* der Zahl Z in K{Z). Es ist 

* = {Z^Z'){Z'-Z')^'^{Z^Z'^') = [-^^1 ^ . 

Aus {pir-l)'f{x) = ä:*--1 folgt 

und hieraus folgt: 

(2r--l)* + wZ*-»./-(Z) = 2;wZ*^S 
iL, da^Z) = und Z--1 = 2, 

d r= m*Z^\ 

Jetzt benutzen wir den Satz, dass die Diskriminante einer 
Zahl bis auf das Vorzeichen gleich der Norm der Differente ist 

m(m — I) 

und dass das Vorzeichen gleich (— 1) ' , wenn m der Grad 
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10 
des Korpers ist. Da in unserem Falle m = 2*"* ist, so wird 

m(m— 1) 

(— 1) ^ ausser dem einzigen Falle ä = 2 , stets gleich + 1. 
Es ist also die Diskriminante der Zahl Z 

d{Z) = n{6), 

d.h., da Z*"^* eine Wurzel von f{x) = = a^^+l = 0, also 
w(Z*-"*) = +1, und da w(m) = »r, 

d{Z) = nr = +22*"* ('»-'). 

Im Falle m = 2, ä = 2, ist 

d{Z) = d(i) = -2V 

Nun ist aber die Diskriminante der Zahl Z gleich der Dis- 
kriminante des Korpers K{Z)j was daraus folgt, dass die Po- 
tenzen von Z: 

z^ z\ z", z\ — Z-* 

eine Basis des Körpers K^Z) darstellen. Wir zeigen dies, indem 
wir folgenden Satz beweisen : 

Jede ganze Zahl a des Körpers K{Z) gestattet folgende Dar- 
stellung : 

wo a^, a^, a, . . . a^_^ ganze rationale Zahlen bezeichnen. 

Beweis. Nach einem Elementarsatze der Theorie des alge- 
braischen Zahlkörpers gestattet jede ganze Zahl co des Körpers 
K(Z)j wenn a eine bestimmende Zahl desselben ist, die Dar- 
stellung 

_ d{a) 

wo -4-0, -4i, . . ., -4^_j ganze rationale Zahlen und d{cc) die Dis- 
kriminante von a bezeichnen. Wählen wir X = 1 — Z als bestim- 
mende Zahl von K{Z), so erhalten wir für m die Darstellung 

A, + A,k + A,k' + ''^ + A^,h^-' 

" = W) ' 

oder, da die Diskriminante von X gleich derjenigen von Z ist, weil 
die Differenten dieser Zahlen offenbar übereinstimmen, 
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hier sind die Koefficienten A^^j -4,, ... sämmtlich darch 2^""**^* 
teilbar*; denn zunächst ist, 22*"*-A — 1 = x gesetzt, 

fi,.2* = A, + A,k+^'^+A^,»r'' = 0, (2''), 

folgUch, da 2 == r, I = (A), 

also auch -4^ = 0, (2). 

Daher wieder muss il,A = 0, (A*) 

d.h. A, = 0, (2) sein u.s.f. 

Nachdem man so gezeigt hat, dass die Koefficienten A^, A^, . . . 
ein erstes Mal durch 2 teilbar sein müssen, zeigt man durch ge- 
eignete Weiterführung des eben angewandten Verfahrens, dass 
^0, A^, ... sämmtlich durch 22*~'(*-i) teilbar sind, dass also co 
dargestellt wird durch 

wo jB^, J?i, . . . JB^i ganze rationale Zahlen sind; hieraus folgt, 
da A = l-Z, 

CO = ao + a,Z+a,Z'+...+a^,Z-S 
wie oben behauptet wurde. 

§ 3. 

Die Zerlegung der ungeraden rationalen Primzahlen 
in Primideale des Kreiskörpers der 2^*"° Einheitsworzeln. 

Es werde mit F^ irgend ein in K(Z) enthaltener Unterkörper 
vom Grade e mit der ihm zugehörenden Untergruppe J7, , vom 

Grade /* = — , oder auch der Körper K{2j) selbst bezeichnet, in 

welchem Falle c = w ist und die Untergruppe sich auf die 
identische Substitution 6 = {Z: Z) ^ 1 reducirt. Wir beweisen 
dann folgenden Satz 1: 
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Ist p ein in der nngeraden rationalen Primzahl p 
aufgehendes Primideal ersten Grades des Körpers 
h^'lf so ist die Substitution 

6 = {Z:Z') 

eine Substitution der zu ä:*'^ gehörenden Untergruppe Uy. 
Ist dann f der kleinste positive Exponent von/), 
für welchen 

j/=l, (2*) 

ausfällt, so sind die Substitutionen 

6 = {Z: Z"), f? = [Z\Z^\ . . . , 6^ = [Z^ Z^O 

sämmtlich von einander verschiedene Substitutionen 
der Untergrup pe IT,. 

Beweis. Der Körper K{Z) besitzt, wie gezeigt worden, von 
einem Grade c drei Unterkörper , deren bestimmende Zahlen fol- 
gende sind 

t« m «im m 

z\ z^+z ^, z'*~z ^\ 

Sei zuerst li^^ identisch mit k\Z' )y so ist nach dem Fermat'- 
schen Satze 

— (p-i) 

z' =1, (V) 

oder 

— (p-i) 
Z' -1=0, (p). 



Nun geht aber die Zahl 



z^-^Vi 



in der Zahl 2 auf, ausgenommen den Fall, dass 



also identisch 



!l(p-l) = 0, (2m), 



Z' -1 = 
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13 
oder 

m m 

Z^' = z^ 

ist. Da nun p n. V. prim zu 2 ist, so muss die letzte Identität 
stattfinden, d. h. es muss die Substitution 

<f = {Z:Z^) 

eine Substitution der zu fc^*^ = h\Z* ) gehörenden Untergruppe 
sein. 

(m m \ 

2r2e _^^ 2ej^ ^^ ^^ wieder nach 

dem Fermat'schen Satze: 

( m __ m\p m m_ 

Z'^'+Z 'V = Z^^' + Z ^\ (p); 

da nun nach einem bekannten Satze aus der Theorie der Kon- 
gruenzen 



( m _ jw \p ^ wi 



nach (p) und also erst recht nach (p), so ist infolge der ersten 
Kongruenz 

m m fn m 

Dieser letzten Kongruenz erteilen wir eine andere Gestalt. 
Zunächst ist 

fw m fn m 

/^«z"^+z"'^«z^ = o, (p). 

Die linke Seite dieser Kongruenz schreiben wir folgender- 
massen als Produkt 



z^d-z-^^'^ld-^'^i.o, 



(p) 



-■37 P 



oder, indem wir die Eongraenz mit der Einheit — Z** molti- 
plidren 

(i-#'-")(i-^*''-")-o, («. 
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Einer der beiden Faktoren muss gleich Null sein, da sonst 
beide Faktoren Teiler von 2 sind, und mithin ist 



oder 



-/^'-z'^^ + z'^+z " = 0, 



z'^' + z'*' = z'^-^z **, 



d. h. <y = [Z:Z^) ist eine Substitution der zu ftU^'+Z ^V ge- 
hörenden Untergruppe. 

In ganz entsprechender Weise wird bewiesen, dass, wenn 

( m __ f«\ 

^2*_^-2rj jg^^ ^j^ Substitution 6 = (Z:Z') der zu 

¥'^ gehörenden Untergruppe angehört. 

Hiermit ist der erste Teil obigen Satzes bewiesen. 

Sei jetzt f der kleinste positive Exponent von ^, fiir welchen 

l/=l, (2») 

ausfällt, so werden die Substitutionen 

6 « (Z: Z'l 6' = [Z: Z^\ . . . , 6^' = (Z: Z^O 

sämmtlich die bestimmende Zahl von ¥'^ ungeändert lassen und 
also der Untergruppe U^ angehören. Ferner aber sind die Sub- 
stitutionen <y , <y*, . . . , <y^' sämmtlich von einander verschiedene 
Substitutionen der Gruppe von K{Z\ da die Potenzen p, })*, . . . ,i'^ 
sämmtlich einander inkongruent nach 2* sind. In der That, wäre 

etwa 

y*=/«, (2*), 



wo f^<:f' und /; 4= /„ etwa f^>f,, und /,</*', so wurde aus 


folgen 


/'=/•, (2*) 
/i(l^/.-A)^0, (2*). 


Da nun 
so mässte 


I>'^*0, (2), 
/•-^^ = 1, (2*) 


sein, was 


der Yora^ussetzung widerspricht. 
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Da also (J, <y*, . . . , 6^ sämmtlich verschiedene Substitutionen 
der Gruppe von K{Z) sind und sämmtlich der Untergruppe U^ 
angehören, so sind sie auch sämmtlich verschiedene Substitutionen 
der Untergruppe l/,. 

Damit ist die Behauptung vollständig bewiesen. Wir ziehen 
aus derselben die Folgerung 

Da nun ein Primideal des Körpers K{Z) entweder vom ersten 
Grade in K{Z) oder vom ersten Grade in einem Unterkörper U'^ 
sein muss, so dürfen wir annehmen, p sei ein Primideal von K{Z), 
und wir beweisen dann den Säte .3 : 

Ist p ein in der ungeraden rationalen Primzahl ^^ 
aufgehendes Primideal des Körpers K{Z)j welches vom 
ersten Grade im Unterkörper Ä% so ist 

e 

der niedrigste Exponent von p, für welchen jp^ = 1, (2*) 
wird. Die Zerlegung von p in K{Z) ist 

P = Vi P., 

wo p, p^ von einander verschiedene Primideale 

ersten Grades in U'^ sind. 

Beweis. Sei /*' der niedrigste Exponent von p , für welchen 
2?^= 1, (2*) ausfallt, so gilt, wenn f{Z) eine beliebige ganze Zahl 
von K{Z) ist, die Kongruenz 

azf = az''') = az), q>), 

also ist um so mehr 

azy'' = az), (p), 

d.h. die Kongruenz 

^-6 = 0, (p) 

wird von jeder ganzen Zahl des Körpers K{Z) erfüllt. Die An- 
zahl der nach p einander inkongruenten Wurzeln dieser Kongruenz 
ist daher gleich der Anzahl der nach p inkongruenten ganzen 
Zahlen, d.h. gleich der Norm von p m K{Z); da nun der Körper 
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Mi 

K{Z) vom Relativgrade f = — in Bezug auf F^ ist, so ist n(p) 

c 

= |/ ; da femer nach einem Fundamentalsatz aus der Theorie der 

Kongruenzen die Anzahl der Wurzeln obiger Kongruenz, weil p 

ein Primideal ist , den Grad p^ sicher nicht übersteigt , so ist 

d.h. 

Nach dem vorher bewiesenen Satze aber ist, weil p ein Prim- 
ideal ersten Grades von k^*\ 

Hieraas folgt, dass genaa 

/•'=/■ 
sein muss. 

Hiermit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. 

Sei jetzt p' ein zu p konjugirtes Primideal in K{Z) und vom 
ersten Grade in ¥^j so muss die zu ¥''^ gehörende Untergruppe 
mit der zu ¥'^ gehörenden übereinstimmen, in Folge des vorigen 
Satzes ; also muss e' = e und k^'*^ identisch mit k^'^ sein. Sei also 

die Zerlegung der rationalen Primzahl 2^ in K{Z), wo p,, . . ., p% 
Primideale ersten Grades in ¥'\ so ist 



andrerseits ist 
also ist 




d.h. 


K.f SS m 







womit auch der zweite Teil des zweiten Satzes bewiesen ist. 
Auf Grund beider Sätze beweisen wir jetzt folgenden Satz 8 : 
Ist f der kleinste positive Exponent der ungera- 
den rationalen Primzahl p^ für welchen 1/ s 1, (2*) 
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ausfällt, 80 lautet die Zerlegung von p in Prim- 
ideale des Körpers K{Z), wie folgt: 

P = Pi P.^ 

wo |)i p, von einander verschiedene Primideale 

/^» Grades von K{Z) und erstenGrades in demjenigen 

der drei Unterkörper k^'^ vom Grade e = -^r, dessen 

bestimmende Zahl bei der Substitution 6 = (ZiZ^) 
ungeändert bleibt. 

Beweis. Die Substitutionen 6 = (Z: Z% ö" = {Z: Z^), . . ., 
6^ = {Z:Z^) bilden eine Untergruppe f^ Grades Z7,, welche 

einem Unterkörper ¥'^ vom Grade e = -jr zugehört. Sei nun p 

ein in p aufgehendes Primideal von K (Z) , welches vom ersten 
Grade in k^"^^ sei, so muss die Untergruppe, die zu k^'"^ gehört, mit 
U^ übereinstimmen und folglieh ä^*** mit k^'^ identisch sein. Dann 
ergiebt sich aber die Richtigkeit der Behauptung aus dem Beweise 
des zweiten Teiles des zweiten Satzes. 

Wir heben jetzt noch einige aus den eben aufgestellten Sätzen 
fliessende KoroUare hervor. 

1. Kennt man irgend eine rationale Primzahl p^ welche in 
einem Unterkörper k^'^ in Primideale von K{Z) zerlegt wird, so 
kennt man auch die zu k^'^ gehörende Untergruppe. Dieselbe be- 
steht aus den verschiedenen Potenzen der Substitution 6 = (Z:Z''), 

2. Die Untergruppen derjenigen Unterkörper, in welchen 
Primideale von K{Z) liegen, sind sämmtlich cyklische Gruppen. 

3. In den reellen Unterkörpern nur, mit Ausnahme des Kör- 
pers ir(Z+Z'"*), (Reihe III. § 1.) liegen keine Primideale von 
K{Z), da nur die zu diesen Unterkörpern gehörenden Untergrup- 
pen, ausgenommen diejenige zweiten Grades, sämmtlich nicht cy- 
klisch sind. 

4. Um die rationalen Primzahlen hinsichtlich ihrer Zerlegung 
in Primideale des Körpers K{Z) auf die Unterkörper zu verteilen, 
lässt sich leicht eine praktische Methode angeben. 

In einem nicht cyklischen Unterkörper k\Z * ) vom Grade e 

mögen die rationalen Primzahlen 

2 
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p = 2*-x + i/, 

wo X eine positive ganze Zahl, v eine positive ungerade Zahl un- 
terhalb 2* bezeichnet, in Primideale des Körpers K{Z) zerlegt 
werden. Man kann dann leicht die sämmtlichen verschiedenen 

Formen rationaler Primzahlen angeben, welche in fc\Z*/ zerlegt 
werden. Man bilde sämmtliche nach (2*) inkongruente Potenzen 
von p mit ungeradem Exponenten, nämlich 

p\p\p^ , i> ' ; 

dann sind die sämmtlichen verschiedenen Formen rationaler Prim- 
zahlen, Pi, Pi, Pi, ..., welche in k\Z') zerlegt werden, durch 
folgende Kongruenzen festgelegt: 

Pi = P\ Pt = P'y Pb = P', \ 

-=--1 , (2*). 

» Pjn^^P 

2« / 

Aus irgend einer Form, welche in k\Z') zerlegt wird, kann 

man sogleich wieder eine Form q erhalten, welche in k\Z^') , dem 
nichtcyklischen Unterkörper nächsthöheren Grades, in Primideale 
von K{Z) zerlegt wird; aus p erhält man die Form q durch die 
Kongruenz 

q=p*, in 

Bezeichnen dann g,, g,, g,, .... die sämmtlichen verschiedenen 

Formen, welche in h\Z^') zerlegt werden, so hat man zur Be- 
stimmung derselben die Kongruenzen: 

«1 = aS 8, = 9*, 9a = 9* 






.2« 



Da nun stets in ä(\/^) die rationalen Primzahlen 
p = 2*.x-f.5 
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zerlegt werden, so kann man successive von diesem Korper zu 
höheren aufsteigend leicht sämmtliche Formen aufstellen, welche 
in den nichtcyklischen Unterkörpern (§ 1, Reihe I) zerlegt werden. 
Man kann nun auch sofort die Formen aller übrigen Prim- 
zahlen, deren Zerlegung abgesehen von k(Z+Z~^) auf die imagi- 
nären cyklischen Unterkörper (der Reihe 11, § 1) beschränkt ist, 
den einzelnen Unterkörpern zuordnen. Wird in dem Unterkörper 

( ^\ 
k\Z* ) die Form p = 2''x+v zerlegt, so wird in dem Unterkörper 

Z^ — Z ^/, der von dem gleichen Grade e ist, die Form p' = 
2*-x— 1/ zerlegt. Die rationalen Primzahlen von der Form p =5 
2*-x-fl werden in Primideale ersten Grades von K{Z\ die Form 
p = 2*x — 1 wird im Unterkörper ä(Zh-Z"'*) in Primideale von 
K{Z) zerlegt. 

Man erhält aus dem Bisherigen das Korollar: Die Anzahl 
der verschiedenen Formen rationaler Primzahlen, 
welche in einem Unterkörper in Primideale von K{Z) 
zerlegt werden, ist stets gleich der halben Anzahl 
der Substitutionen der dem betreffenden Unterkörper 
zugehörenden Untergruppe. 

Die eindeutige Zerlegung aller Zahlen in Primzahlen ist nicht 

in jedem Kreiskörper Icxe ) möglich; doch ist die Anzahl der 
Idealklassen für jeden dieser Körper eine ungerade, wie H. Weber 
gezeigt hat. Aus den Tafeln von Reuschle ersieht man, dass in 
den Körpern der 4*®**, S***», 16*«", 32*«" Einheitswurzeln die Klassen- 
anzahl gleich 1 ist. 

§4. 
Die Bestimmung des quadratischen Charakters einer belie- 

bigen Zahl des Korpers K\e^) ist stets znriiekf&hrbar 
auf die Bestimmung des quadratischen Charakters rationaler 

Zahlen in k{\). 

Der quadratische Charakter einer Zahl eines algebraischen 

Zahlkörpers h wird folgendermassen definirt. 

2* 
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Es sei a eine beliebige Zahl and )) ein beliebiges zu a primes 
Primideal des Körpers ä, so ist a quadratischer Rest oder Nicht- 
rest nach )), jenachdem die Kongraenz 

durch irgend eine Zahl | von k befriedigt werden kann oder nicht. 
In Erweiterung des Legendre'schen Symboles in der Theorie der 
rationalen Zahlen, wird die symbolische Gleichung 



(f)= 



+1 

dahin definirt, dass « quadratischer Rest nach )) in %, und 

1 



(7) = - 



dahin definirt, dass u quadratischer Nichtrest nach p va h ist. 
Für das neu definirte Symbol gelten folgende Rechnungsregeln. 

1. Sind ttj ß^ y^ . , , zn p prime Zahlen von X; , so ist 

(^^) = (F)-(l)-(f)- 

2. Ist \ ein beliebiges zu a primes Ideal von Tc und 

wo )), q, r, . . . tp von einander verschiedene Primideale sind, so ist 



(f) = (7)(T)-(T)-(0 



Wir beweisen jetzt folgende Kongruenz 



(7)- 



« * . fr), 



WO n(p) die Norm von p m h bezeichnet. Die Kongruenz sagt 

aus, dass a quadratischer Rest nach p ist, wenn a ^ =+!)()>) 
ausfallt, und dass a quadratischer Nichtrest nach p ist, wenn 

« ' s -1, (»)) ausfäUt. 
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Sei nun zunächst u Rest nach p, d. h. a = ß*, (p) , so ist 

nach dem Fermat'schen Satze, da a und folglich anch ß prim zu 
p ist. Damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen. Wir 
beweisen den zweiten Teil derselben. Wie der Fermat'sche Satz, 
so gilt auch in einem beliebigen algebraischen Zahlkörper der Satz 
von der Existenz der Primitivzahlen nach einem Primzahlmodul. 
Nach einem Primideale p giebt es stets g>{p) = n(p)— 1 Zahlen q, 
welche die Eigenschaft haben, dass erst ihre (m(|)) — l)te Potenz 
kongruent 1 nach (p) wird, und dass ferner die sämmtlichen Po- 
tenzen von Qj von der ersten bis zur (n (p) — l)ten ein vollständiges 
Restsystem von w(p) nach p inkongruenten Zahlen bilden. 

Nehmen wir also an, a sei Nichtrest nach p, so werden \dr 
setzen dürfen 

wo e jedenfalls eine ungerade Zahl ist. Mithin ist 

a = p = Q , (p) 

also 



a ' =Q ' *+l, (p), 

da erst die (n(p) — l)te Potenz von q kongruent +1 nach p wird. 
Da ferner 

/ ^t± \ ( "C»-^) \ 
(«"*>-'-!) = U ' -IJU ' +V = 0, ip), 

und, wie soeben gezeigt, 

»«(»)-i 
« ' -1*0, (p) 

ist, so muss notwendig 



oder 

sein q. e. d. 



« * +1=0, (p), 
« ' s-1, (*>) 
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Wir legen jetzt als Gnmdkörper einen Kreiskörper der 2*ten 
Einheitswurzeln zugrunde und werden zeigen, dass man hier der 

Kongruenz a ^ = f — ), (p) eine sehr einfache für die Berechnung 

geeignete Form erteilen kann. 

Es ist bekannt , dass die Berechnung des quadratischen Cha- 
rakters einer Zahl f{a)) eines algebraischen Zahlkörpers k{(o) nach 
einer Primzahl ersten Grades ^((ö) von k keine Schwierigkeiten 
bietet. Sei die Norm der Primzahl ersten Grades n{<p{(o)) = p^ 
und das Ideal (9(0)) = (i>, co — a) gesetzt, wo a irgend eine posi- 
tive oder negative ganze rationale Zahl bezeichnet, so ist 

= 0, (9(0)), 

und man kann daher auch 

/•(©) = r, (9(0)) 

setzen, wo r ganz und rational. 
Für 



H(»(<u))-1 



erhält man 



Nun ist 






~2" _ P-I 



indr = =^-^ — indr, (jp — 1); 

jenachdem also indr gerade oder ungerade ausfällt, ist 

p-i £-1 

indr^ = 0, (p-1), also r * ^ +1^ (p) 
oder 

indr ^ = ^^-^j (i)-l), also r ' = -1, (p). 

Wir untersuchen jetzt im Körper K(Z)\Z = e^) den qua- 
dratischen Charakter einer beliebigen Primzahl f{Z) nach einer 
beliebigen Primzahl 9 (Z). 
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Es sei f(Z) eine Primzahl ften Grades in K(Z) mit der Norm 
n{f{Z)) = 3^, und vom ersten Grade in dem Unterkörper ¥^ 

dessen Grad gleich e' = ^, (p{Z) sei eine Primzahl ften Grades 

in E{Z) mit der Norm n{(p{Z)) = p^, und vom ersten Grade in 

dem Unterkörper F\ dessen Grad gleich e = -y. Hierbei sind 

die Fälle /*' = 1, e' = i», /* = 1, e = m, /"' = f, e' = e, /"' = /* 
= 1, e' = e =■ m nicht ausgeschlossen. Es sei noch bemerkt, 
dass die Grössen /*', /*, e', e, m Potenzen von 2 sind. 
Es ist 

p-l 

= {A^)./-(Z)'.../-(z/"'} \ (9(Z)). 

Nach einem bekannten Satze aus der Theorie der Kongruenzen 



ist 
folglich 



nz)'' = az^, ip) 

f(Zf-'=f{Z"-\ (p). 

Diese Kongruenzen werden a fortiori nach dem Modul (p(Z) 
bestehen, wir dürfen also setzen 

(-^) = {/-(Z)A^---/-(^'"')|'^. iviz)). 

Jetzt werden vmr beweisen, dass das Produkt in geschwun- 
gener Klammer gleich der Relativnorm der Primzahl f{Z) in Be- 
zug auf den Unterkörper ife*'* im Körper K{Z) als Relativkörper 
hinsichtlich Jc^^ ist. Der Relativgrad von Jl(Z) in Bezug auf k^ 

Digitized by LjOOQIC 



24 

ist — = /"■ Die Gleichung niedrigsten Grades, welcher Z genügt 

und deren Koefficienten in U*^ liegen, wird also folgende Form 
besitzen 

F{Z) = Z^ + a,Z^-* + ... + a, = 0. 

Sind die Koefficienten dieser Gleichung nur als Funktionen 
von Z gegeben , so ist die Gleichung eine Identität in Z, d. h. sie 
besteht für jeden Wert von Z. Substituirt man der Reihe nach 
Z^ für Z, Z^^ für Z, .. . Z"^"' für Z, so bleiben die Koefficienten 
«j . . . a, dieselben Funktionen von Z, da sie Zahlen in ¥'^ sind und 
daher bei den Substitutionen der Untergruppe, die zu U^^ gehört, 
ungeändert bleiben und man erhält daher folgende Gleichungen 

(ZO' + a,(ZV + --- + «, = 
(Z^Y + a,(Z''y-" + ...+«, = 

(Z''^y + a,(Z^-y-' + ...+«, = 0. 

Die zu Z relativ conjugirten Wurzeln der Gleichung F(Z) = 
sind also Z**, Z^, . . . Z^^"\ Der Körper K{Z) ist ein relativ- 
Abelscher in Bezug auf jeden seiner Unterkörper. Man erkennt 
jetzt auch, dass die Koefficienten der Relativgleichung für Z ganze 
Zahlen in ¥'^ sind; denn, da sie die elementarsymmetrischen Funk- 
tionen von Z, Z^, . . . Z**^"' sind, so sind sie zunächst ganze Zahlen 
in K{Z) ; da sie aber Zahlen in k^'^ sind, so müssen sie auch ganze 
Zahlen in k^'^ sein^). 

Es ist jetzt leicht zu beweisen , dass f(Z) , sowie jede ganze 
Zahl in K{Z), folgende identische Umformung gestattet 

f{Z) = y^ + y^Z+y^Z^ + '^'+y^Z^'^ 

wo yi , yj . . . y/ ganze Zahlen in ¥'^ sind, die zum Teil verschwinden 
können. Es ist dann 



1) Dieser Satz ist in der Theorie des Relativkörpers das Analogon des 
Satzes : Wenn eine ganze algebraische Zahl zugleich rational ist, so ist sie eine 
^anze rationale Zahl 
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fiz^ = y.+y.^+y.(^0*+--+y,(^')'"* 

Also ist das Produkt 

f(Z)-fiz^ az"-') 

die Relativnorm von f{Z) in Bezug auf k^'^ und mithin eine ganze 
Zahl in k^'\ Denn f{Z) genügt auch einer Gleichung /**•" Grades 
mit Koefficienten in k^\ Die Wurzeln dieser Gleichung, die man 
aus F{Z) durch die Tschirnhausen-Transformation erhält und die 
im Allgemeinen reducibel sein wird, sind /(^), f(Z% . . .({Z^^'^), 
Das Produkt aller Wurzeln ist gleich dem letzten Koefficienten 
dieser Gleichung, also eine Zahl in W\ 

Man kann hier aber auch unmittelbar erkennen, dass das Pro- 
dukt f{Z)'f{Z^) . . ..f{Z^^') eine Zahl in k'" ist, da es bei der Sub- 
stitution 6 = {Z:Z^ in das wegen Z^^ = Z identische Produkt 
f{Z^'f{Z^') .... f{Z^^) übergeht. 

Das Resultat, zu welchem wir zunächst gelangt sind, lautet, 
wie folgt: 

Satz 4. Der quadratische Charakter von i{Z) nach 
9(Z) in K{Z) ist identisch mit dem quadratischen Cha- 
rakter, welchen im Körper W^ die Relativnorm 
Nj^.,{f{Z)) von f{Z) in Bezug auf k'*' nach ip{Z) besitzt. 

p-i 



(iH)-) - (^-<^(^))) ' ' <^(^))' 



Wir beweisen jetzt einen Satz über die Relativnorm -Nj^,,(/'(Z)), 
auf Grund dessen eine unendliche Anzahl reciproker Beziehungen 

[ \J^ 1 = (y/yO ^ Kreiskörper K{Z) als a priori gegeben er- 
scheint. 

Die zu k^^^ bezw. k^'^ gehörenden Untergruppen, die mit U^ 
bezw. U^ bezeichnet seien , mögen g Substitutionen gemeinsam haben, 
dann werden diese g Substitutionen wieder eine Untergruppe vom 



Grade g bilden, die zu einem Unterkörper k^ vom Grade ^' = — 
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gehören; Ic^^ wird dann der Oberkörper niedrigsten Grades sein, 
der U^^ und k^'^ als Unterkörper enthält. 

Es ist für das Folgende gleichgültig, ob wir f^f oder 
f ^f voraussetzen. Indem wir das Letztere annehmen , werden 
wir jedenfalls das Ungleichungssystem 

aufstellen müssen; denn wenigstens eine Substitution, nämlich die 
identische, haben stets zwei Untergruppen gemeinsam und g kann 
jedenfalls nicht grösser als sein. 

Mit Berücksichtigung dessen, dass g, /*', f stets Potenzen von 
2 sind , stellen wir noch , indem wir g = 2*, f = 2", /* = 2^* 
setzen, die Ungleichungen 

0<x< v<fi 

auf. Wir beweisen jetzt folgenden Satz 5. 

Die Relativnorm Nj^^^(f{Z)) ist gleich der ^*** Potenz 

einer durch f{Z) teilbaren Primzahl des Körpers F*, 

ff 
deren Grad in ¥'^ gleich — ist. 

9 

Beweis. Es ist 

N^Afiz)) = fiz).nz^.nz^)...fiz"-'). 

Ist «7 > 1 80 werden die Zahlen f(Z% f(Z''\ f{Z'*) . ..f{Z"~') 
nicht sämmtlich von f{Z) verschieden sein. Ist in der Reihe dieser 
Zahlen f{Z'') die erste, welche gleich f{Z) wird, so wird auch 

az'") = f{z) 

f{Z^') = f{Z) 



Femer 



fiz^) = az). 
f{Z''*') = az^ 

f{zp"-') = az^') 
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und weiter 

((Zr"**) = f{Z'*) 
woraas man ersiebt, dass 

f{z).az^...az^'') 
= \f{z).f{z') . . . f{z^')\'{az) .... az'"-')) , 

wo F' < F, falls g-F ^ f. Alsdann bleibt aber die linke Seite 
dieser Gleichung nicht ungeandert bei der Sabstitotion ff = {Z: Z*). 
Es mnss also 

g.F^f 
Bein, d.h. es ist 

2Vi,.,(/-(z)) = \az).fiz^...nz''^)y. 

Bezeichnen wir jetzt das Produkt in geschwungener Klammer 
mit r{Z)j so wird die Norm v(r(Z)) von r(Z) im Körper k^*^ eine 
gewisse Potenz der rationalen Primzahl q sein, da f{Z) ein Prim- 
faktor von q in K{Z) ist; wir setzen 

v{riZ)) = 5". 

Mithin ist, wenn mit n{f{Z)) die Norm q^ von f{Z) in K{Z) be- 
zeichnet wird, 

woraus folgt g-d = f^ d = —. 

Hiermit ist unser Satz bewiesen. 
Das Resultat ist in Formeln: 

ffier ist r{Zy = N^^^{f{Z)), r(Z) eine durch f(Z) teilbare Prim- 



9 
Hieraus folgt, dass, wenn ^ >- 1 , also gewiss g = 0, (2) ist, 



zahl vom Grade d = — des Körpers *'•' 
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Ferner ist 

(f^) ^ {RiZ)')"^, (fiZ)), 

WO R(Zy — Nj^^{q){Z)), d.h. gleich der Relativnorm von q>(Z) 

in Bezug auf den Unterkörper k^''' von K(Z), Ii{Z) eine Primzahl 

f 
vom Grade D = -^ des Körpers U^'K Ist also </ > 1, d. h. flr = 0, 

(2), so wird 

Wir sprechen jetzt folgenden Satz 6 aus : 

Sind f{Z) und ip{Z) Primzahlen von K{Z), welche 
bezw. in k^^ und ¥'^ vom ersten Grade sind, und haben 
die zu ÄJ^^ und ä^"' gehörenden Untergruppen Z7,. und CT, 
mehr als eine Substitution gemeinsam, so ist im 
Körper K{Z) 



\\p{Z)) \f{Z))- 



+ 1. 



§5. 

Die Einheiten des Kreiskorpers der 2^^° Einheitswnrzeln. 

Nach einem von Kronecker zuerst aufgestellten Satze über 
die Einheiten in Kreiskörpern gilt im Besonderen für die Kreis- 

körper der 2**«° Einheitswurzeln KW") = K(Z) folgende That- 
Sache: Eine jede beliebige Einheit 17 des Kreiskörpers K{Z) ist 
folgendermassen darstellbar 

wo 6 eine reelle im Körper £'(Z) liegende Einheit und Z" eine 
Potenz der Einheitswurzel Z mit ganzzahligem Exponenten be- 
zeichnen. 
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Was die reellen Einheiten des Körpers K{Z) anbetrifft, so 

springt sogleich ein System von -g- konjugirten Einheiten in's 

Ange, welche in dem reellen Unterkörper Jc{Z+Z''^) liegen. Be- 
zeichnet man die den Unterkörper ä(Z+Z""*) definirende Gleichung 
mit 

(p(x) = 0, 

die Wurzeln dieser Gleichung, welche vom Grade -^ ist, mit 

bu d» Ci7 • • • j b«, > 
T 

80 gilt identisch in o; die Gleichung 
setzt man a: = 1, so erhält man stets 

(i-f.)(i-g.)(i-e.)...(i-f„) = 9(1) = -1. 

Die Zahlen 1 — ßj, 1 — f,, 1 — Ss» • • •» l — f«. ®^d ^^^^ offenbar 

2" 

Einheiten, da die Norm jeder derselben im Körper k{Z+Z'^) 
gleich —1 ist. 

Beliebige -q- — ! dieser Einheiten sind also von .einander un- 

abhängig, und da die Anzahl der Grundeinheiten des Körpers 
K(Z), der nebst seinen sämmtlichen konjugirten Körpern imaginär 

ist, ebenfalls gleich -^ — 1 ist nach dem Dirichlet'schen Funda- 
mentalsatze über die Einheiten des algebraischen Zahlkörpers, so 
sollen die genannten Einheiten , also beliebige o" "~ 1 ^^^ "ö" •^^" 
heiten l-f^, 1-fc,, l~f,, ..., l-f^, die mit s,, «,, «,, ... e^ 

2 2 

bezeichnet werden mögen, zunächst hypothetisch als Grundeinheiten 
angenommen werden, wonach dann jede beliebige Einheit fi des 
Körpers K{Z) in der Form 

n ni »t »s «• ' 

ij SS Z -e^ »e^ • ffg . . . f 1 " 
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darstellbar ist , wo n , w^ ,«,,..., n irgend welche ganze po- 

sitive oder negative Zahlen oder Null bezeichnen. 

In jedem einzelnen Falle, wo wir uns im Folgenden der hier 
abgeleiteten Einheiten zum Zwecke der Bestätigung des Recipro- 
citätsgesetzes bedienen werden, werden wir entweder zeigen, dass 
diese Einheiten Grundeinheiten sind, oder wenigstens dies, dass 
dieselben sich von den Grundeinheiten, wenn überhaupt, dann nur 
um einen quadratischen Einheitsfaktor unterscheiden. 



§6. 
Das allgemeine quadratische Reciprocitätsgesetz. 

Wir geben hier das allgemeine quadratische Reciprocitäts- 
gesetz nach § 3 der Abhandlung über die Theorie der relativ- 
AbeFschen Zahlkörper. 

Zugrunde liegen folgende beiden Voraussetzungen: 

1 Der algebraische Zahlkörper k vom m^^ Grade 
sei nebst allen konjugirten Körpern ä', Ä", . . . , A^*"'" 
imaginär. 

2. Die Anzahl h der Idealklassen im Körper k sei 
gleich 1. . 

Dem ersten Ergänzungssatze liegen folgende beiden Defini- 
tionen zugrunde: 

Definition 1. ;,Ein solches zu 2 primes Ideal a des 
Körpers kj in Bezug auf das für jede Einheit | in i 



(i)= 



+ 1 



ausfällt, heisse ein primäres IdeaP. 

Definition 2. „Eine solche zu 2 prime ganze Zahl 
des Körpers k, welche kongruent dem Quadrat einer 
ganzen Zahl in k nach dem Modul 2' ausfällt, heisse 
eine primäre Zahl des Körpers k^, 

Satz 1. (Erster Ergänzungssatz.) 

„Wenn a ein primäres Ideal in k ist, so giebt es 
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stets eine primäre Zahl a, sodass a « (a) wird, und 
amgekehrt: wenn a eine primäre Zahl in h ist, so ist 
das Ideal a = (a) stets ein primäres Ideal". 

Wir zerlegen non die Zahl 2 im Körper k in Primideale wie 
folgt: 

wo Ij, I„ . . . , I, von einander verschiedene Primfaktoren der Zahl 
2 in i und Z„ ?„ . . ., /, die Potenzexponenten bedeuten , zu denen 
bez. jene Primideale in der Zahl 2 aufgehen. 

Dem zweiten Ergänzungssatze liegen folgende beiden Defini- 
tionen 3 und 4 zugrunde: 

Definition 3. Ein solches zu 2 primes Ideal a 
des Körpers &, in Bezug auf das nicht nur für jede 
Einheit | in Ä;, sondern auch für jede in 2 aufgehende 
ganze Zahl A des Körpers h 



(D-'. (l)-i 



ausfällt, heisse ein hyperprimäres Ideal". 

Definition 4. ;,Eine solche zu 2 prime Zahl a des 
Körpers Tc^ welche kongruent dem Quadrat einer 
ganzen Zahl in Tc nach dem Modul 

ausfällt, heisse eine hyperprimäre Zahl des Kör- 
pers k^. 

Satz 3. (Zweiter Ergänzungssatz.) 

„Wenn a ein hyperprimäres Ideal in k ist, so giebt 
es stets eine hyperprimäre Zahl a, sodass a = (a) 
wird, und umgekehrt: wenn a eine hyperprimäre Zahl 
in h ist, so ist das Ideal a = (a) stets ein hyperpri- 
märes Ideal^. 

Satz 3. (Das allgemeine quadratische Beciproci- 
tätsgesetz.) 
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„Wenn v, f*, t/', jit' irgend welche zu 2 prime ganze 
Zahlen in Je sind, derart dass die beiden Produkte 
V'v' und fi'ii' primär ausfallen, so ist stets 



m)-m) 



Aus Satz 3 ergiebt sich das Korollar: 

Sind Vf fi ganze zu 2 prime Zahlen des Körpers k 
und ist mindestens eine der Zahlen i/, f& p rimär, so 
ist 



© = (f )• 



{en 



§7. 
Erste Bestätigung in k^ 

Die Bestätigung des Reciprocitätsgesetzes in Jc{^—1) = k\e^ ) 
erscheint zwar als trivialer Fall, lässt sich aber in der umfas- 
sendsten Weise ausführen. 

Nach § 3 kommen hier zwei Formen rationaler Primzahlen 
^ =: 4w + l und p = 4n + 3 in Betracht, deren Primfaktoren 
Primzahlen verschiedener Grrade sein müssen. Die Primfaktoren 
der rationalen Primzahlen jp = 4w + l sind notwendig vom ersten 
Grade in k{>J — l), da allgemein die rationalen Primzahlen p = 

2* • X + 1 im Zahlkörper k\e^) in Primideale ersten Grades zer- 
legt werden. Da ferner der Körper ä;(\/— l) als einzigen Unter- 
körper denjenigen der rationalen Zahlen A;(l) besitzt, so müssen 
die rationalen Primzahlen p = 4n -}- 3 selbst Primzahlen in k (V— 1) 
sein. 

t = ^—1 ist eine Einheit des Körpers, durch deren Potenzen 
die drei übrigen — t, -fl, —1 erhalten werden. Die Relativnorm 
von i in Bezug auf den einzigen Unterkörper k{l) ist Nf^^y{i) = -fl. 
Es ist daher zunächst 

(I) = {N.uii))^, iP) 
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wo j) = 4n + 3, d.h. es ist 

In Bestätigang des ersten Ergänzongssatzes ist 

p = 4n + 3 = »•, (2*). 

Bezeichnet man nnn mit o die Primzahlen ersten Grades von 
Ä;(\^— l), welche also Primfaktoren der rationalen Primzahlen /> = 
4 n + 1 sind , so hat man 

Nun ist 

(i) ' = VT" . 

Da nun im Körper k(^) ^ k\e ^ ) die rationalen Primzahlen 
p ^ 8n + l in Primzahlen ersten Grades zerlegt werden, so ist 

vT' = V^ für i? = 8» + 1 , 
d.h. 

Da ferner die rationalen Primzahlen p := 4m + 1 = 8« + 5 
in k(^) in solche Primzahlen zerlegt werden, welche im Unter- 
körper Ä;(V-l) liegen und da k(^i ) relativ quadratisch in Bezug 
auf i (V— l) ist und die Relativsubstitution 6 = (^T: V» ') für 
p = 8n + 5 ist, 80 wird 

V»"' = - Vr für /) = 8n + 6, 
d.h. 

vr-' = -1. 

Das Besoltat ist daher 
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(—\ = +1 für n{(o) = p = 8n + l, 

(-^\ = -1 für n{m) = p == 8n + 5, 

wo w (©) die Norm von (o in k (V— 1) ist. 

In Bestätigung des ersten Ergänzungssatzes zeigt sich, dass 
überhaupt alle Zahlen a + bi, deren Normen a' + 6' = 1, (8) aus- 
fallen, unter einer der beiden folgenden Formen enthalten sind 

(4n ± 1) ± 4mi 
4w±(4n±l)t, 

welche Formen irgend einer der Einheiten +1, —1, +i, — i nach 
(2*) kongruent und daher mit einer geeigneten Einheit multipliciert 
kongruent + 1 ausfallen. 

Hiermit ist der erste Ergänzungssatz in A;(^— l) vollständig 
bestätigt. Fast ebenso vollständig wird der zweite Ergänzungssatz 
bestätigt werden. 

Die Primzerlegung der 2 in k(^^) ist 

2 = t(l~i)'. 
Eine primäre Primzahl p bzw. m wird hyperprimär sein, wenn 

(i^).+l,b.w.(l^) = +l. 

oder wenn 

p = «',(2'(l-i)) bzw. = /J*,(2'(l-i)) 

ausfällt, wo a, ß ganze Zahlen in i(v^— l). Die Relativnorm von 
1 — » in Bezug auf den Körper der rationalen Zahlen ist 

J7,„(l-») = 2. 
Also ist 

fi— ^j = 2 ' (p) für p = 4n + 8. 
Wir beweisen, dass 
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+ 1 (viT p — 8n + 7 
(^) = -1 fürp = 8n + 3, 



fl-'i\ 



wo die beiden Formen 8n + 7 und 8w + 3 zusammen in der Form 
4n + 3 entlialten sind. 

Zunächst ist 2 ^ = ^2*"'. Nun ist V/2 = ^+\Ji ' die 
bestimmende Zahl des reellen quadratischen Unterkörpers von 
Je {\Ji ). In A; {^T) sind aber die Primfaktoren der rationalen Prim- 
zahlen p = 8n + 7 vom ersten Grade in k{^2)] daher ist 

y/2' = y/2 für p = 8n+7. 

Ferner werden in Jc{^) die rationalen Primzahlen p = Sn + 3 
im Unterkörper k (V--2) zerlegt ; daher verwandelt die Substitution 
^ = (V*": \/r') für i> = 8n + 3 die Zahl ^2 = \/«"+ >J^~' in die 
konjugirte — V^ , d. h. es ist 

V2 " = - V2 für i? = 8w + 3. 
In Bestätigung des zweiten Ergänzungssatzes ist 

p = 8n + 7 = iS (2»(l~i)) 
da sogar 

8n + 7 = i», (8). 

Folgende primäre Primzahlen co sollen in Bezug auf den hy- 
perprimären Charakter untersucht werden. 

©„ = l + 4i, 01^, = 5-4i, ©„ = 3 + 8i, 
»89 = 5 + 8i, CO., = 9-4i, o^,, = 7-8i, 

wo der a beigeschriebene Index hier, wie auch später, diejenige 
rationale Primzahl bezeichnet, in welcher die Primzahl co aufgeht. 
Da 

so ersetzen wir i und sodann 1 — t durch die nach co kongruente 
rationale Zahl. Man findet in den Täfeln 

3* 
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» = +4 und daher 1-» = 14, (17) 


t = -9 , 


, 1-.'=10, (41) 


t s +27 „ 


, l-t=47, (73) 


t = -34 „ 


, 1-» = 35, (89) 


i = -22 „ 


„ l-i = 23, (97) 


t = +lB „ 


, l-i ^ 99, (113) 



Nach den entsprechenden Modoln findet man die Indices: 

ind 14 = 17, ind 10 = 8, ind 47 = 31, 
ind 35 = 25, ind 23 = 79, ind 99 = 68. 

Hier sind zwei gerade Indices 8, 68 vorhanden; darnach ist 

In Bestätigung des zweiten Ergänzungssatzes ist 

».. ==5-4t = l, (2«(1-»)) 
«,.,. = 7-8» = «•, (2'(l-i)). 

Wir bestätigen jetzt den Satz 3 des Reeiprocitätsgesetzes in 
Ä:(\/— l), indem wir aus diesem Satze das quadratische Reciproci- 
tätsgesetz, so wie es Grauß in der zweiten Abhandlung über die 
Theorie der biquadratischen Rest ausgesprochen hat, folgern. 

Der Satz 3 besagt offenbar, dass das Vorzeichen, welches 
durch das Produkt 



im 



bestimmt ist, sich lediglich darnach richtet, wie die Zahlen v\ ^' 
sich in Bezug auf den Modul 4 verhalten. Im Körper k (V— l) ist 
die Anzahl aller nach 4 inkongruenten und zu 4 primen Reste 



9W -. M'-w^)- 



wo n(4) und n(l — t) die Normen von 4 und l—i in Ä;(V— l) be- 
zeichnen; es ist daher 

9(4) = 16(1-4) = 8. 
Seien jetzt durch die Zahlen 
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v,, «'„ Vt, V„ V„ 1/., v„ v„ I. 

**i. **•. f».. f»4. ft. *».. *t„ »t„ n. 

zwei verschiedene Systeme nach 4 inkongraenter und zu 4 primer 
Reste bezeichnet, und seien ferner sämmtliche 64 durch 



mf;) 



bestimmte Vorzeichen bekannt, wo in den Symbolen jeder der 
Werte 1, 2, ... 8 von i mit jedem der Werte 1, 2, ... 8 von A kom- 
binirt ist, so wird, wenn t/, ^ beliebige gegebene Zahlen von 
k{^^^ sind, das durch 



im 



bestimmte Vorzeichen ans den bekannten durch 

im) 

bestimmten Vorzeichen, sofort anzugeben seinj denn ist 

v = v^, f* = /*i (2*), 
so hat man sogleich 

da 

i/.|/, = i/J, ii 11^ = ^1 (2«) 

ausfallt. 

Dieser Gedanke liegt der Berechnung des folgenden Schemas 
zugrunde, bei dessen Betrachtung die Uebereinstimmung des Satzes 
3 mit dem von Gauß aufgestellten Satze sogleich in's Auge springt. 

Das Vorzeichen, welches in dem Schema durch die A** Hori- 
zontalreihe und die t** Vertikalreihe bestimmt wird, ist das Vor- 



zeichen 



■im} 



Es ist femer v^ = f*j, v, = f*,, . . . etc. (4), woraus folgt, dass 
das Schema symmetrisch in Bezug auf die Diagonale von links 
oben nach rechts unten ist. 
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»• = ** = »« = »« = *f = ♦« = 





2 + » 


1+2» 


2 + 3t 3 + 2. 


4 + t 


1 + 4» 8 + 3» 


3+8» 


(i^ = 6 + Bt 


+ 1 


-1 


+ 1 


-1 


— 1 


+ 1 


-1 


+ 1 


^, = 5 + 6i 


-1 


+ 1 


-1 


+ 1 


— 1 


+ 1 


-1 


+ 1 


<i, = 2 + 7* 


+ 1 


-1 


+ 1 


-1 


— 1 


+ 1 


-1 


+ 1 


^, = 7 + 2» 


-1 


+ 1 


-1 


+ 1 


— 1 


+ 1 


-1 


+ 1 


^, = 8 + Bi 


-1 


-1 


-1 


-1 


+ 1 


-1 


+ 1 


-1 


H, = 5 + 8» 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


— 1 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


M, = 8 + 7» 


-1 


-1 


-1 


-1 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


*». = 7 + 8» 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


+ 1 


— 1 


+ 1 


+ 1 


+ 1 



Wenn also v^ eine der Zahlen 
und iii eine der Zahlen 



!• V, V, V. 



ist, so ist stets 



n* /*, ft^ /*6 /*8 



Die Zahlen I^ und ebenso die Zahlen II*^ stellen sämmtliche nach 
(4) inkongruente Reste dar, welche von der Form (2n + l)±2wt 
sind, einer Form, die stets prim za 2 ist. 

Folglich werden alle Zahlen i/, f*, von dieser Form irgend 
einer der Zahlen !• oder, was dasselbe ist, einer der Zahlen II* 
nach (4) kongraent sein und daher der Gleichung genügen 



d. h. der Gleichung 






was übereinstinunt mit dem Gauß'schen Satze, welcher lautet: 

„Bezeichnen a + 6t, A + Bi Primzahlen von der Beschaffenheit, 
dass a, A ungerade, 6, B gerade sind, so wird entweder jede der 
beiden quadratischer Rest oder jede der beiden quadratischer 
Nichtrest der anderen sein**. 
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§8. 

Zweite Bestätigung in k[e~^). 

Der Kreiskörper der 8^** Einheitswarzeln wird definirt durch 
die Wurzeln der Gleichung 

a^+1 = 0. 

Bezeichnet man die Wurzel ^ mit p, so sind die anderen 
Wurzeln p', p', q\ Wir geben nun die quadratischen Unterkörper 
von /c(p) an, indem wir jedem die Form derjenigen rationalen 
Primzahlen beischreiben, welche in ihm in Primzahlen des Körpers 
i(p) zerlegt werden. 

i(p«) = A(\/^) : p = 8m + 5. 
Jc{q-q'') = h(^^) :p = 8m + 3. 
k(Q-{-Q") = k{\ß) :p = 8m + 7. 

Die rationalen Primzahlen p = Sm+1 werden in Primzahlen 
ersten Grades des Körpers k(Q) zerlegt. 

Die reelle Einheit — 1 + p + p"* = — 1 + ^2 , die mit s be- 
zeichnet werde, ist im Körper 1:(q) eine Grundeinheit, wie sich 
aus der Theorie der Pell*schen Gleichung beweisen lässt. Jede 
Einheit iy von k{Q) ist darstellbar in der Form 

ri = SJt • « , 

wo Wp, n, ganzzahlige positive oder negative Exponenten be- 
zeichnen. 

Bevor wir zur Bestätigung des ersten Ergänzungsgesetzes 
schreiten, bestimmen wir die Relativnormen der Einheitswurzel 
^i und der Einheit s in Bezug auf die vorhandenen Unterkörper. 

Die Relativnorm von —1 + q + q'^ = — 1 -f- p — p* ist in Bezug 
atif den Unterkörper k{^—l) 

WO p = 8m + B, d. h. es ist 

N^^^^^iB) = (-1 + V2)(-1-V2) = -1. 
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Ferner ist 

Die Relativnormen von V*" ^ Bezog auf die Unterkörper 
ä(V^), Jk(V^), A;(V2) sind 

^»(v^n)(Vr) = VT. vT = -i 

Bezeichnen wir jetzt die Primzahlen von k(Q), welche in den 
Unterkörpern ä;(V^), A;(vP2), k(\/2) liegen, bzw. mit m , <o^^ 
o >-, so hat man 

(^) - (-^'^ - ->. («^,). 



wo p = 8fn + 6. 



(4)m-i)'-'^-i, M, 



wo 1) = 8m + 3. 



V '°>^'' 



vT 



wo jp = 8fn + 7. 
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Bezeichnen wir die Primzahlen ersten Grades von h(^t) mit 

o _, so hat man zunächst 

vT 



(^)-<^'^' (v> 



'VT 
16m + 1 



Man erhält 

+ 1, 



©= 



wenn die Norm w (<o^\ = |> = 16w + 1, 



(€)=-'■ 



wenn die Norm n (fOr-) = p 16m + 9. 

Wir bestimmen jetzt den quadratischen Charakter von s nach 
folgenden Primfaktoren der rationalen Primzahlen p = 16m + 1 : 



CD«, 



0^887» «^401» ®488» 



WO der Index der Zahlen m diejenige rationale Primzahl bezeichnet, 
welche durch m teilbar ist. 
Man erhält 

(t-)--'' (^)=->- (^)--'' 
(^)=-^' (^)--'- (^)--'' 
(■^)'^'- (^)=-'. (t-)=-' 
(^)--'' (i^)--'' (^)=-'- 

Wir wenden uns zur Bestätigung des ersten Ergänzungs- 
gesetzes. 
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Wir haben folgende primäre Haaptideale ersten Grades 

(»iis). (««.7). (»,.,), Kt,), («mJ- 

In der That ist 

«.,. = l-3p-(,» = l + (»-p», (2*), 
(l-p + p*). «,.,. = .••, (2«), 

»„, = 4 + ß = p, (2«), 
(.•.«.„ = »•, (2«), 

m„, = 3-4p = i», (2«), 

".„ = 3-(H-5p* = -1-9 + 9', (2'), 
(-l + C- p»).a,„, = i', (2'), 

»„. = 5 + 4p = l', (2'). 

Unter den Primidealen von k {^\ welche in den Unterkörpern 
ä(^^^^, ä(v/— 2) liegen, giebt es keine primären; dagegen sind 
sämmtliche Primideale von h{\Ji) in ^(^2) primär. 

Letzteres lässt sich ganz allgemein bestätigen. 

Die Anzahl aller nach (2*) inkongruenten und zu 2 primen 
Reste in /»?(V2) ist 



'•<* = »'*('-;;(W)-'- 



Es sind dies die folgenden Zahlen (A): 

1 + V2, 1+2V2, 1+3V2, 1+4V2, 
3 + V2, 3 + 2V2", 3 + 3V2, 3 + 4V2. 

Nun ist jede Primzahl in k{^2) irgend einer dieser Zahlen 
nach (4) kongruent; denn die nach (4) inkongruenten aber zu 4 
nicht primen Reste haben stets die Form 

2n + mV2. 

Wäre eine Primzahl + 6^2 einer solchen Zahl nach (4) kon- 
gruent, 80 müsste notwendig a = 0, (2), also a + b^2 von der 
Form 2a' + & \/2 sein, was nicht möglich, da die Norm einer solchen 



Digitized by 



Google 



43 

Zahl, 4a'* -26*, durch 2 teilbar ist. Jede Primzahl von ifc(v^ 
ist also einer der Zahlen (A) nach (4) kongraent. 

Nun ist aber jeder der Reste (A) einer Einheit nach (4) kon- 
gruent. Es ist nach (4) 

1 + V^ = 1 + V2 3 + V2=(l + V2)' 

1+2V^ = ».(l+y/2)* 3 + 2V2 = (1 + V2)" 

1 + 3V2 = 1-V2 3 + 3^2 =-(l + V/2) 

1 + 4^2 =1 3+4^2 =i«. 

Also ist jede Primzahl des Körpers h (^2) einer Einheit nach 
(4) kongruent und daher mit einer geeigneten Einheit multiplicirt 
kongruent 1 nach (4). 

Wir wenden uns zur Bestätigung des zweiten Ergänzungs- 
gesetzes. 

Die Zahl 2 ist in k(Q) so zu zerlegen 

WO € eine Einheit und 1 — q eine Primzahl ersten Grades. 

Ein primäres Ideal (ooi) des Körpers k(Q) wird also dann hy- 
perprimär sein, wenn 



m ' - 



und daher 

6.» = «», (2'.(l-p)) 

WO a eine Einheit und a eine ganze Zahl von k(Q) bezeichnen. 
Wir untersuchen zuerst die primären Primideale ersten Grades. 
Man erhält 

In Bestätigung des zweiten Ergänzungsgesetzes ist 
»,, = 3-49 = i», (2'.(l-p)), 
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44 
wo 1 + p* = 1 — p* konjagirt zu 1 — p und von 1 — p um den 

i 7 

Einheitsfaktor -= verschieden. 

1-p 

<D,, = 6 + 4p' = 1, {2*{1 + Q% 

Jetzt bestimmen wir unter den sämmtlich primären Prim- 
idealen des Körpers k{\ß) die hyperprimären. 

Man hat zunächst, indem man einen andern Primfaktor von 2, 
nämlich 1 — p* = 1 + p für 1 — q setzt, den Ansatz 



(^)^<". 



£-1 

2 



oder, da N^^ + q) = (H-p)(l + p') = 2 + \ß, 
Nun ist aber 



(2 + V2) ^ = V2 + \^2 = +1, füri> = 16m + 16, 
V2 + V2 = -i, fürj? = 16m + 7; 



denn \2 + ^'2 = ^i + \/i * bestimmt den reellen Unterkörper des 

Körpers k{\Jl). In dem reellen Körper 1c\\2 + sj2f werden aber 
die rationalen Primzahlen p = 16w + 15 in Primideale von 1c{\li~) 
zerlegt; daher ist 



-p-i 



\2 + \ß =+1 ip) 
für p = 16m + 16; da ferner die rationalen Primzahlen jp = 16w+7 
in dem Unterkörper Ä;(^f- ^i""*) in Primideale von k(^'i) zerlegt 

werden, so ist 

y P-i 

V2 + V^ =-1 (p). 
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Man hat also das Besnltat, dass 

wenn cd >_ Primteiler einer rationalen Prim-Zahl |> = 16w+15 ist, 

wenn co^ Primteiler einer rationalen Primzahl p = 16m + 7 ist. 

Anch dieses lässt sich allgemein bestätigen. 

Wir zeigen, dass jede Primzahl von ä;((>), welche Primfaktor 
einer rationalen Primzahl j9 = 16m + 16 ist nnd daher in ä(\/2) 
liegt, kongrnent einer Einheit nach (4^2), und daher auch kon- 
gruent einer Einheit nach (2* (1 + q)) ist, da 

V2 =(-l + \/2)(i±^).(l + p)' 
und mithin folgende Hauptideale einander gleich sind 
(4V2) = (4.(l + p)0. 

Die nach {^\J2) inkongraenten nnd zu 2 primen Reste des 
Körpers A;(^2) sind folgende: 



1 + ^2, 1 + 2V2, 1 + 3V2" 1 + 4V2, 

3 + V2, 3 + 2V2, 3 + 3V2, 3 + 4V2, 

B + V/2, 5 + 2V2; 5 + 3\/2, 5 + 4^2, 

7 + V2, 7 + 2V2, 7 + 3V2, 7 + 4V2. 



(B.) 



Da nun jede Primzahl des Körpers k{^2) irgend einem der 
Beste (B) nach (4^2) kongruent ist, so suchen wir unter den 
Resten (B) diejenigen aus, welche einer Einheit kongruent nach 
(4V/2) ausfaUen. 

Nun giebt es nach (4^2) vier verschiedene Potenzen von 
1 + ^2 oder von 1 — ^2; nwm findet, dass nach (4v'2) 
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(1 + V2)' = l + \/2 (l-V/2)* = l-V/2 

(l + v/2)' = 3 + 2V/2 (1-V2)' = 3-2 V2 , ^^^ 

(H-V2/s7+\/2 (l-V2/ = 7-V2 

(1 + V2)* = 1 (l-V/2)* = 1 

Unter den ßesten (B) sind es also die folgenden 8, welche 
einer Einheit nach (4^2) kongruent sind 

1 + V2, l+3\/2, l + 4\/2 

3 + 2^2, 5 + 2V2 

7 + V2, 7 + 3V2, 7 + 4^2. 

Wenn aber eine Zahl in k(\J2) einer dieser 8 Zahlen nach 
(4V^2) kongruent ist, so besitzt sie notwendig eine der folgenden 
beiden Formen 

I. (8m ±l)±(4w± 1)^/2 
n. (8m±3)±(4n±2)V2. 

Hat eine Primzahl in *;(V2) die Form I, so ist ihre Norm in 
Jc{\j2) von der Form 16m + 6, und umgekehrt, hat eine Primzahl 
in ä(V2) eine Norm von der Form 16m + 5, so ist sie selbst von 
der Form I und daher einer Einheit kongruent nach (4^2). 

Hat eine Primzahl in ^(^2 ) die Form II, so ist ihre Norm 
in k{^) von der Form 16m + 1 und ist daher keine Primzahl in 
h(fi), sondern eine Zahl in i(V2^), welche in k{Q) in zwei Prim- 
zahlen ersten Grades zerlegt wird. 

Wir wenden uns zur Bestätigung des Korollares des Satzes 3 
im Körper k ((»). Damach ist , wenn v, ii ganze Zahlen in X; (q) 
sind, von denen mindestens eine primär ist. 



©-(f) 



Sei CD ^- irgend eine in k{^2) gelegene primäre Primzahl des 
Korpers k{Q), und seien © ._, Oy— , irgend welche in i^— 2, ä^^— 1 
gelegene Primzahlen von k{(f). Wir bestätigen dann folgende 
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47 
zwei Gleichtmgen 

I 






Der Beweis dieser Gleichnngen lässt sich sehr kurz und 
bündig geben, nachdem folgende Thatsache festgestellt ist. 

Die Norm einer jeden primären Primzahl <o.-. in k{^2) ist 
negativ, d. h. es ist 

«(V) = -«' 

wo q eine rationale Primzahl von der Form 4?i + 3 ist. In der 
That, da jede Primzahl in k(^2) irgend einer der Einheiten 

+(i+v/2)*, ±(i+\ßy, ±(i+\j2y, ±ii+\f2y 

nach (4) kongruent ist, so ist jede primäre Primzahl <o^ irgend 
einem der vier inkongruenten Einheitsquadrate 

nach 4 kongruent. Nun ist 

1+2V/2 =t'(l + \/2)", 3 + 2V/2 =(1 + V2)'i ,^^ 

r- l (4) 

l + 4V2sl«, 3 + 4v^ = t' ) 

wo also 1 + 2^2, 3 + 2V2, 1+4^/2, 3 + 4^2 einander nach (4) in- 
kongruente Reste sind. 

Hieraus folgt, dass jede primäre Primzahl © >_ von einer der 
folgenden beiden Formen ist 

I. (4n±l)±(4f»±2)V2 
n. (4n±l)±(4m±4)V2. 

Die Norm jeder Primzahl von einer dieser Formen ist aber 
kongruent 1 nach (4) und da co /- eine solche Form besitzt, so 
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moss die Norm 

n(«,^) = l, (4) 

in k{\j2) sein; da andrerseits ^(foJ\ gleich +q oder gleich — g, 
wo q von der Form 4n + 3, so ist gewiss 

«Kr) - -«• 

Die Richtigkeit der Gleichungen I, II beweisen wir jetzt, 
wie folgt. 
Es ist 

WO q' gleich der Norm von o^-_ in Je {^—2) ist; dieselbe ist immer 

eine positive rationale Primzahl von der Form 4n + 3. Da nun 
die Relativnorm N ,— l(o,.-\ offenbar gleich der Norm von m^ 

in fc(V2), d. h. gleich —q ist, so schreiben wir 



V=2 

Ferner ist 



(^)-5..-m''' M' 

da aber wiederum N ^la ,__\ nichts anderes als die Norm von 
<o in k (V— 2), d. h. gleich q' ist, so hat man 



m-^ 



(äV (8). 



Nun ist aber 
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also nach dem quadratischen Reciprocitätsgesetz der rationalen 
Primzahlen 

(f ) - ii)' 

imd folglich 

womit die Gleichung I bewiesen ist. 

In ganz entsprechender Weise beweisen wir die Gleichung II : 

Da wieder die Relativnorm N .^—J(o,.\ gleich der Norm von 
o^ in ^(^2) und die Relativnorm ^ .,_./©, —\ gleich der Norm 
von o)^_. in ä;(v/— l), d. h. gleich einer positiven rationalen Prim- 
zahl p = 4n + l ist, so hat man 



Also, da 



und 



so folgt 



(7) = (t> 



welches die Gleichung II ist. 
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§9. 

Dritte Bestätigung in k\e^^l 

Der Kreiskörper der 16**"* Einheitswurzeln wird definirt darch 
die Wurzeln der Gleichung 

af + 1 =0 1. 

Indem wir mit 6 eine bestimmte Wurzel der Gleichung I, 
bezeichnen, nennen wir den Zahlkörper K{^). Derselbe besitzt die 
Elassenanzahl 1. 

Die bestimmenden Zahlen der biquadratischen Unterkörper sind 

6« = p, 6 + 6-' -= », 6-6-* = 1^. 
Die bestimmenden Zahlen der quadratischen Unterkörper sind 

6* = V^, Ö* + 6- = V2, 6*-6-* = V^. 
Indem wir jetzt mit 

2?, die rationalen Primzahlen der Form 16m + 1 
Pn n . 16m + 3 

1>6 » » 16m + 5 

P, r> « 16m + 7 

A « n 16w + 9 

P^^ . n 16m + 11 

Pt, n « 16m + 13 

Pis « ^ 16m + 15 



bezeichnen, sprechen wir auf Grund der Sätze des § 3 folgende 
Thatsachen aus. 

1) Die rationalen Primzahlen von der Form 16m + 1 werden 
in Primideale ersten Grades von K{^) zerlegt. Die Substitution 
fj =r (6:6''*) ist die identische, sie lässt alle Zahlen des Körpers 
Ä(6) ungeändert. 

2) Die rationalen Primzahlen p„ = 16m + 16 werden in Prim- 
ideale zweiten Grades von ^"(6) zerlegt, welche vom ersten 
Grade im Unterkörper ä(6 + 6~*) = k{^) sind. Die Substitutionen 
6 = (6:6"»»), <y, = (6 : 6""') = 1, d. h. <y = (6:6'»), <y" = (6 : 6"') = 1 
bilden die zu ä;(^) gehörende Untergruppe. 
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3) Die rationalen Primzahlen p, = 16w + 7 werden in Prim- 
ideale zweiten Grades von K(h) zerlegt, welche vom ersten 
Grade im Unterkörper i(6 — ö"*) = A-(i^) sind. Die Substitutionen 
<y = (6 : 6"'), ö« = (6 : r') = 1, d. h. (J = (6 : 6^, ö« = (6 : 0'') = 1 
bilden die zu Ä;(iy) gehörende Untergruppe. 

4) Die rationalen Primzahlen />, = 16m + 9 werden in Prim- 
ideale zweiten Grades von K{h) zerlegt, welche vom ersten 
Grade im Unterkörper k (q) sind. Die Substitutionen <y = (0 : O***), 
(y« = (6:6'^') = 1, d.h. <y = (0 : 0*), 0« = (0 : 6") = 1 bUden, die 
zu k{Q) gehörende Untergruppe. 

Iß '4.m 

werden in Primideale vierten Grades von iL'(ö) zerlegt, welche 
vom ersten Grade in dem quadratischen Unterkörper ä:(6*) = k{^—l) 
sind. Die Substitutionen <y = (6 : 6"*), <y' = (6 : f/*'), 0» = (0 : 6''''), 
(j* = (e : e''**) = 1, oder <y' = (6 : 0''»^), <y'' = (G : 6"'''), <y'» = (6 : 0^"'), 
5'* = (6:6^»»*) = 1, d. h. 6 = (0:6*), ö' = (0:0*), <y» = (6:0*»), 
<y* fl= (6 : 6') = 1 bilden die zu * (V— l) gehörende Untergruppe. 

i1 ßfti'-i-^ 
Iß 'j-11 
werden in Primideaie vierten Grades von K{b) zerlegt, welche 
vom ersten Grade in dem quadratischen Unterkörper k{^—2) sind. 
Die Substitutionen 6 = {0: 6''*) , <y* = (6 : 6''»') , <y* = (6 : Ö»^'), 
(^ = (6 : 6''**) = 1, oder ö' = (6 : 6''"), <f" = (Ö : 6''»"), <y" = (6 : 0'''»'), 
<,'* = (6 : 6*"**) =1, d. h. <y = (6 : 6»), <y« = (6 : 6*), <y* = (6 : 6»), 
(^ = (6:6*) = 1, oder <y' =(6:6"), <y'' = (6:6*), <y" = (6 : 6'), 
<y'* = (6 : 6*) = 1 bilden die zu k{^—2) gehörende Untergruppe. 

Hierzu ist noch zu bemerken, dass in den Unterkörpern 
Ä(V2j und k(l) gemäss § 3 keine Primideale von Ä'(O) liegen. 

Was die Einheiten anbetrifft, so liegt das in § 5 charakteri- 
sirte System konjugirter Einheiten in dem reellen cyklischen 
Unterkörper ä:(0 + 0"') = k{^) zugrunde. Wir bestimmen zunächst 
die Gleichung, welche diesen Körper definirt. 
Vermöge 

6« + 1 = 
ist 

0* + 0-* = 0. 

4* 
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Ferner ist 

-^* = (6 + 0-»)* = 0* + 46* + 6 + 46-' + 6-^ 
= 4(6« + 0-') + 6. 

Da nun (6 + O-7 = 0* + 6-' + 2, so ist 

^*_4^ + 2 = 0. n. 

Sind die vier Wurzeln dieser Gleichung ^, ^\ ^", O*"', so hat 
man 

^ = 6 + 6"' = Ö - 6' 
-&' = -6-e-» = -6 + e^ 

Im Besonderen ist noch 



r= V2-v^2, r'= -V2-V2. 

Wir schreiben jetzt die Identität in x: 

Für a; = 1 hat man also 

(l_^)(l^^')(l_^")(l„r') = -1. 

Die 4 Faktoren auf der linken Seite der Gleichung sind das 
System konjugirter Einheiten, von denen irgend welche drei nebst 
der Einheitswurzel Ö, zur Bestätigung des Reciprocitätsgesetzes 
zu verwenden sind. Den Beweis hierfür erbringen wir weiter 
unten. 

Wir führen folgende Bezeichnungen ein: 

a, = 1--^ = 1-6 + 6' 
a, = 1-^' = 1 + 6-6' 
s, = 1--^"= l-6»+6* 
e, = 1-^"'= l + 6'-0». 

Wir wollen die quadratischen Charaktere aller vier Einheiten 
bestimmen und zwar aus Zweckmässigkeitsgründen, obwohl belie- 
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bige drei dieser Einheiten nebst zu den Bestätigungen ausrei- 
chend sind. 

Ferner soll unter konjugirten Primidealen nur eines zur Be- 
stimmung des quadratischen Charakters der Einheiten nach dem- 
selben verwendet werden, da konjugirte Primideale gleichzeitig 
primär oder nicht primär sind. Seien nämlich (p{h) und 9) (6') 
konjugirte Primzahlen von -ff (6) und sei 9)(0) primär, so ist nach 
der Definition 



+ 1. 



(9(0)) ~ "^^^ \9W) "" \9(Ö)) "~ [^k) ~ \M 

Nun ist offenbar, wenn wir auf die Einheiten die Substitution 
<y = (6 : 0') anwenden 

U(öO/ ~ Uw/ W(^')/ U(0)/' \9>{^')) UiO)/' 

Da aber der Komplex der Einheiten £,(Ö'), s,{b% 53(6'), £,(0') 
identisch ist mit den Einheiten fi(6), «jCO), ^al^)» ^aWt so folgt, 
dass auch 9>(0') eine primäre Zahl von K{^) ist. 

Da also alle konjugirten Zahlen primär sind, sobald eine der- 
selben primär ist, so folgt, dass auch alle konjugirten Zahlen 
nicht primär sind, sobald eine derselben nicht primär ist. 

Bezeichne nun »^ irgend eine in der rationalen Primzahl p 
aufgehende Primzahl des Körpers Ä'(6) , welche in dem Unter- 
körper k von Ä*(6) liegt, so werden wir nach § 4 setzen 



(^) = U(6))''\ («,.), 



WO N^{6) die Relativnorm der Einheit b in Bezug auf den Unter- 
körper k bezeichnet. Man hat also 

beziehungsweise 

iv^(,) = e(e).a(6^).6(e''V«(0, 

je nachdem der Unterkörper k vom vierten Grade (erste Glei- 
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chung) oder vom zweiten Grade (zweite Gleichung) ist , d. h. je 
nachdem die Untergruppe, die zu Tc gehört, durch 

<, = (0 : 0^), <y' = (e : 0^') = 1 
oder durch 

<y = (6 : e^), <y« = (6 : e"'), «J* = (0 : O*^), tf* = (6 : O = 1 

gegeben wird. 

Hiernach ergiebt sich im Besonderen, wenn wir mit -Nj^/ \, 

^kW ^k(»y ^kW:^iY ^Hyr2) ^'^ Relativnormen in Bezug auf 
die Unterkörper ^(9), Ä;(iy), k{d'), k{^f^), A;(V--2), und mit «,.,,,.4 
beliebig jede der Einheiten 6,, a,, s^, s^J mit «, , jede der Ein- 
heiten £,, «,, endlich mit «, ^ jede der Einheiten «3, «^ bezeichnen 

%)(^^ = ^.(,)(*-) = -l + V^ 
Ferner ist: 

Wir bezeichnen jetzt mit co , oo , (d^, (ö, _, o ,— Primzahlen 
des Körpers i^(0), welche bezüglich in den Unterkörpern i(p), 
lc{rj)j Ä('9'), ä(V^), A;(v/— 2) liegen; mit (o^ sollen Primzahlen 
ersten Grades von K(h) bezeichnet sein. 

Was zanächst die Primzahlen «.--, ®i/— > ^» angeht, so 
können wir nach diesen sämmtlichen Primzahlen mit Leichtigkeit 
die quadratischen Charaktere der Einheiten berechnen. 

1) Für die Primfaktoren ©,_ der rationalen Primzahlen 



-is:Li =«»■-» 



hat man 
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p-i 



('^) -(-»*' M 



ib. daM+izi_2(2„'+l), 



te) 



+ 1; 

femer ist 

2) Die rationalen Primzahlen ^;, deren Primfaktoren in ä(V— 2) 
liegen, haben die Form 

„ , _ J16»»' + 3 
Also ist 

3) Die rationalen Primzahlen, deren Primfaktoren in k(d^) 
liegen, haben die Form 

2) = 16w + 15. 
Daher ist 

p-i 






denn, da «,, «,, «,, e^ Zahlen in 10(0) sind, so ist nach dem Fer- 
mat'schen Satze 

wo »(Oo.) die Norm von m. in k(9) bezeichnet. Es ist aber 
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Was die in Jc(q) und k(ri) liegenden Primzahlen m , m anbe- 
trifft, sowie die Primzahlen ersten Grades oin, so lassen sich die 
quadratischen Charaktere der Einheiten s nach denselben nur im 
einzelnen Falle, nicht allgemein, wenigstens nach den entwickelten 
Methoden, bestimmen, doch sind gewiss alle Primzahlen o und 

(D nichtprimär, da 






ausfällt. 

Nach denjenigen Primzahlen ersten Grades ferner, welche in 
den rationalen Primzahlen 



p = 32m + l 
aufgehen, ist 

e^ = +i, (0,,). 



(i)- 



Geht aber ö^ in einer rationalen Primzahl 

p = 16fw + l = 32m + 17 
auf, so wird 



(i)^ 



2 



e^ ^-1, («,,). 



Es mögen also: 

4) Folgende Primzahlen o zur Berechnung verwendet werden : 

ß>*l> ^7ii ^B91 <Ol87> <0«88» ^Ull 

WO die OD beigeschriebene rationale Primzahl diejenige ist, in wel- 
cher die betreffende Primzahl co von K{^) aufgeht. 
Zuvor noch eine allgemeine Bemerkung. Es ist 
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Aas 



(^) '-"^ '^'^^ (ir) 



denn 



= +1, 



d.h. 



also 



Wir wenden ans zur Berechnung. Es ist 
N/2 = 9-9*, 

-1-V2 =-l-p + p» 
-1 + V2 = -1 + 9-9*- 
Indem wir aus den Tafeln von Reoschle für q die nach et 
kongraenten rationalen Zahlen setzen, erhalten wir: 

-l-\/2 = -l-<> + <>* = 16, (41), 

= 40, (73), 

= 63, (89), 

= 30, (137), 

= 84, (233), 

= 148, (281). 

Aus den Tafeln des canon arithmeticus ferner entnimmt man : 





ind 16 = 24 mod 41 




ind 40 = 26 mod 73 


A 


ind 63 = 5 mod 89 


ind 30 = 30 mod 137 




ind 84 »= 27 mod 233 


Femer ist 


ind 148 =: 263 mod 281. 


-1 + V 

» 

n 


'2 = -l + (,-p» = 23, (41), 
s31, (71), 
= 24, (89), 
= 105, (137), 
= 147, (233), 
3 181, (281) 
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tmd 



B 



ind 23 
ind 31 
ind 24 
ind lOB 
ind 147 
ind 131 



36 
11 
39 
38 
89 



mod 41 
mod 73 
mod 89 
mod 127 
mod 233 



= 167 mod 281. 



In Bestätigung obiger allgemeinen Bemerkung findet sieb, 
dass die zu gleichen Moduln gehörenden Indices der Reihen A und 
B beide gerade oder beide ungerade sind. 

EUemach erhält man 



M 



V®t8l/ 



= + 



= + 



5) Von den Primzahlen m verwenden wir folgende: 

®7> ^UJ ®n> ®iof> ö'iöi» ®itir 

Wiederum ist allgemein zu setzen 

p-i 



Da nun 



(^) = (-l-V2)', K), 
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ist, so wird 



(t) = -(^)- 



Indem man nach den Tafeln von ßeaschle für ri die nach o 
kongruenten rationalen Zahlen verwendet, erhält man 



-n-v^ = 


= v'+^ 


L ^ 2, (7), 


t) 


t) 


= 4, (23), 


ff 


7i 


= 11, (71), 


t) 


n 


= 37, (103), 


n 


y> 


= 45, (151), 


7) 


7) 


= 12, (167). 


ind 2 


= 2 


mod 7, 


ind 4 


= 16 


mod 23, 



Femer ist 



ind 11 = 43 mod 71, 
ind 37 = 81 mod 103, 
ind 45 = 64 mod 151, 
ind 12 = 150 mod 167. 

Zur Bestätignng der allgemeinen Bemerkung berechnen wir 
noch 

_l_y^=._3-,» = 3, (7), 



Endlich findet man 



T) » 

» n 

1i 7> 
nfifi * 


= j.,, ymvj, 

= 58, (71), 
= 64, (103), 
= 104, (151), 
= 153, (167). 


ind 3 = 1, 
ind 17 = 17, 
ind 58 = 62, 
ind 64 = 72, 
ind 104 = 11, 
ind 153 = 99, 


(7-1), 
(23-1), 

(71-1), 
(103-1), 
(151-1), 
(167-1). 



Somit erhält man 
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V 0»,« / V 0»,,, / 



6) Unter den Primzahlen ersten Grades sind folgende ge- 
wählt: 

0),,, (0„, ©„,, (0,„, (0„,, ©„,, o,,,. 

Es sind dies Primfaktoren der sämmtlichen rationalen Prim- 
zahlen des ersten Tausend von der Form 16w-|-l. 
Nach (17) findet man in den Tafeln 

e' = -7, e» = -3, h' = +Q, 6' = -1-5. 

Damach berechnet man 



c, = 1-6-1-6' = 13 
e. = l-f-6-6'= 6 
c, = l-6»-|-e»= 10 

ind 13 = 12 
ind 6 = 5 
ind 10 = 1 



(17), 



, (17-1). 



Hieraus folgt 



(i)--'. (Ä)=-'. (^)=-'- 

Hierzu fugen wir (-^) = +1; denn 
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Auf diese Weise ist das Folgende berechnet worden: 

\»ttT/ Vo«,/ \o»„,/ Va>„,/ 

Die Zahl 241 ist von der Form 32m + 17, sodass 

(— ) - -1 

ist. Unter den Primidealen ersten Grades, deren Normen unter- 
halb 1000 liegen, sind also keine primären anzutreffen. 

Aus diesen Berechnungen überzeugen wir uns zuerst, dass 
ein System von beliebigen drei der Einheiten «,, «,, «,, b^ die in 
§ 5 geforderte Eigenschaft besitzt. 

Es ergeben sich nämlich aus den Berechnungen folgende drei 
Zeilen von Gleichungen 

'•(»^)=fe)=(»:^)— • 

m. (vv^) = -i. 

Aus der ersten Zeile ergiebt sich, dass die Einheiten b gewiss 
keine Quadrate sind. Die zweite Zeile sagt aus, dass irgend zwei 
der Einheiten «„ «„ b^ sich nicht von einer und derselben Grund- 
einheit durch einen quadratischen Faktor unterscheiden. Die Zeile 
in endlich bedingt, dass das Produkt aus irgend zwei der Ein- 
heiten 6„ fj, «, und die dritte Einheit nicht von einer und der- 
selben Grundeinheit nur um einen quadratischen Faktor unter- 
schieden sind. 
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Es giebt also unter den Systemen von Grundeinheiten des 
Körpers K(h) gewiss ein solches System von Grundeinheiten 
Vij nv Vv dass 

B, = vy 

ist, wo a, ß, y irgend welche Einheiten von K (6), die 1 nicht aus- 
geschlossen, bezeichnen. 

Da aber die Einheiten «„ £„ £, die durch diese letzten Glei- 
chungen ausgedrückte Eigenschaft besitzen, so sind ihre quadra- 
tischen Charaktere identisch mit denjenigen der drei Grundein- 
heiten i^j, ij„ %. 

Wir wenden uns jetzt zur Bestätigung des ersten Ergän- 
zungssatzes. 

Die Berechnungen ergaben, dass 



\'^^-^| ("^-J («J [%} 



= -1 
und dass 



(i)=- 



1 



ist, sofern co^ ein Primfaktor einer rationalen Primzahl p = 32fn -f 17 
= 16iw + 1, dass dagegen 



(i)= 



= +1 



ist, falls Oq ein Primfaktor einer rationalen Primzahl p = 32m + 1 
= 36m + 1 ist. Unter diesen letzteren Primzahlen fanden sich, 
soweit ihre Normen |) <c 1000 ist, keine, nach welchen die drei 
Einheiten £„ £„ £, sämmtlich als Reste ausfielen. 

Die Ideale (fl>^— )> i^j—\ (® )' (® ) sowie die in Betracht 
kommenden Ideale foA sind also sämmtlich nicht primär. 

Eine besonders ausgezeichnete Stelle nimmt nun der reelle 
Unterkörper Ä:(6 + 6"') = k(p) ein, insofern sämmtliche in diesem 
Körper gelegene Ideale des Körpers iC(6) primär sind. 

In der That werden wir nun zeigen, dass sämmtUche zu 2 
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prime ZaUea dieses reellen Unterkörpers nach dem Modal 4 stets 
einer Einheit kongruent sind. Was den Primfaktor von 2 in k{9'), 
nämlich 2+9, betrifft, so ist derselbe ein Quadrat in £'(6); es ist 

1 + 6' 



2+^ = (l + Ö)'-(^) 



Wir werden zeigen, dass aus den Einheiten 1 — '^, 1 — '^'j 
1 — -ö"", 1 — '^'" ein vollständiges System nach (4) inkongruenter 
und zu 2 primer Reste des Körpers k(d') darstellbar ist, woraus 
folgt, dass jede zu 2 prime Zahl des Körpers k{d') mit einer ge- 
eigneten Einheit dieses Körpers multiplicirt kongruent 1 nach (4) 
wird. 

Der Nachweis hiervon lässt sich auf Grund der im vorigen 
Paragraphen bereits erkannten Thatsache, dass jede zu 2 prime 
Zahl des Körpers A(v^ irgend einer Einheit dieses Körpers nach 
(4) kongruent ist, sehr vereinfachen. 

Zunächst lässt sich jede Zahl o^ des Körpers k(d) in der 
Form 

CC + ßd' 

darstellen, wo a und ß Zahlen aus A;(v'2) bezeichnen, von denen 
a stets dann prim zu 2 ist, wenn o^ es ist. 

Seien also jetzt 

I. «„ a„ «,, ... «g 
g> (4) = 8 inkongruente und zu 2 prime Reste in k {^2), und 

II- ßlJ ßtJ ßv • • V ßu 

«(4)= 16 inkongruente Reste in ^(^2), so erhält man offenbar 
ein vollständiges System inkongruenter und zu 2 primer Reste in 
k{d)j wenn man in dem Ausdruck a + ßd^ jede Zahl a der Reihe I 
mit jeder Zahl ß der Reihe II kombinirt. Von diesen 128 = 816 
Resten a^ + ß^d" soll nachgewiesen werden, dass jeder derselben 
irgend einer Einheit von k{d') nach (4) kongruent ist. 

Nun dürfen wir jede Zahl a der Reihe I einer Einheit ti von 
k{^2) nach (4) kongruent setzen. Sei also 

a = n (4), 
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80 wird 

u + ß» = ri + ß», (4). 

Folglich ist, wenn wir die Einheit — = jj' setzen, 

a + ß» = t,(l + ri'ß»), (4), 
oder 

a + ß» = f}il + ß'») (4), 

WO ß' nach (4) einer der Zahlen der Reihe II kongruent ist. 

Wenn also von allen Zahlen l + /3d, wo ß jede Zahl eines 
vollständigen Restsystemes nach (4) bezeichnet, nachgewiesen ist, 
dass sie Einheiten von lc(d') nach (4) kongruent sind, so ist das- 
selbe von allen zu 2 primen Zahlen a + ßd" überhaupt nachge- 
wiesen. 

Die jetzt nur noch in Betracht kommenden 16 Zahlen sind in 
folgendem Schema enthalten: 



1, 


1 + V^*, 


1+», 


1 + (1 + V^)*, 


1+2», 


l + (2+V^>, 


1 + S», 


l + (3 + V2)*, 


1 + 2V2», 


l + 3V/2d, 



l + (l + 2v/2)^, l + (l + 3\/2)^, 
l + (2 + 2\/2)^, l + (2 + 3V2)^, 
l + (3 + 2V2)^, l + {3 + 3\f2)&. 

Der Nachweis, dass diese Zahlen Einheiten von Jc{d') nach (4) 
kongruent sind, lässt sich nun durch eine weitere Ueberlegung auf 
ein Minimum von Rechnung reduciren. 

Gesetzt, dass man gefunden hätte, dass 

nach (4) sei, wo a, 6, sowie e^^ e„ e,, e^ ganze rationale Zahlen be- 
zeichnen, so wird auch fiir alle diejenigen Zahlen, welche aus 
l + {a + b^)d' durch eine cyklische Substitution des Körpers k(d') 
hervorgegangen sind, nachgewiesen sein, dass sie Einheiten von 
k{d') nach (4) kongruent sind, denjenigen Einheiten nämlich, welche 
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aus der rechten Seite obiger Kongruenz durch Anwendung der- 
selben cyklischen Substitution auf ^, <^', ^", d"'" hervorgehen. 

In § 1 (Seite 3) sind die cyklischen Substitutionen der Sub- 
stitutionsgruppe des reellen Unterkörpers von K(Z) allgemein 
angegeben; es sind dies in unserem Falle die Potenzen der Sub- 
stitution 5 = (6 : 6*) von der ersten Potenz bis zur vierten. 

Wir greifen die beiden Substionen 

s« = (e:-6) und s« = (Or-O») 

heraus. Da nun ^ = 6 — 0', ^' = 6*-0* gesetzt ist und da 
^' = --Ö», ^"' = --^, V2 = e»-0* ist, so wird durch die Sub- 
stitution s* 

— -ö" oder ^' aus & 

--Ö^ oder »' „ ^^ 
und durch die Substitution s^ 

%^' aus ^ 

-V/2 „ +V/2 

Wir werden jetzt zeigen, dass die einzigen Zahlen des obigen 
Schemas, von denen nachzuweisen ist, dass sie Einheiten nach (4) 
kongruent sind, nar die 4 folgenden sind: 

l-f-2V2^, l + {l + \ß)^. 
Man findet nach dem Modul 4: 

(1.) l-f-V2^ = (l + ^)»(l + ^"). 

Daraus folgert man, indem man auf beiden Seiten die cyklische 
Substitution 



anwendet, 



= (e:-e) = I d":^r \ 

1 + 3V2 = (l--fr)«(l-r), 

6 
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und hieraus durch Anwendung der Substitution 



8" = 
die Kongruenz: 



-V2:+V2/ 



l + i2+3\j2)» = (l-r)»(H-*); 
wendet man auf diese Kongruenz s* an, so kommt noch 

i+(2+V2)d = (1+ryii-»). 

Zweitens findet man 

(2.) 1 + (1 + \J2}» = - (1 ± »y (1 -»j, 

wo (1 ± Q)* geschrieben ist, wegen 

(! + *)• = (!-*)•. 
Aus (2) erhält man vermöge der Substitution $' 

n-(3+3v^> = -(i±»y(L+ry. 

Hieraus folgt durch Anwendung der Substitution s*: 

i+(3+2\^) = -{i±»y{i-»y, 

woraus man vermöge Anwendung von s' 

1 + (i + 2 \/2)» = - (1 ± ry (1 + »y, 

erhält. 

Drittens ist 

(3.) 1+2 \ß» = -(1 ± »y (1 ± »y, 

woraus durch Anwendung cyblischer Substitutionen keine weiteren 
Zahlen erhalten werden, was erstens seinen Grrund darin hat, dass 

(i+»y = (i-»y 
(i+ry = {i-ry, 

und sodann darin, dass die rechte Seite der Kongruenz 

{l±»y(l±»J 
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symmetrisch in Bezug auf <^, d'" ist , sodass durch Vertauschimg 
dieser Zahlen der Ausdruck ungeändert bleibt. 
An vierter Stelle hat man noch 

(4.) 1 + 2^ = (l-V2)(l±^')", 
woraus durch Anwendung der Substitution s' folgt; 

l + (2 + 2V2)^ = (1 + V2)(1±'^)'. 

Wir haben bis jetzt 11 Zahlen des obigen Schemas durch 
nach (4) kongruente Einheiten dargestellt; hierzu kommen noch 
folgende Kongruenzen 

1+^ = 1 + ^ 
1 + 30^ = 1-^ 
l + (3 + V2)^ = 1+^" 
l+(l + 3V2)'^ = 1 + ^" 
1^1, 

womit alle Zahlen des obigen Schemas durch kongruente Ein- 
heiten dargestellt und unsere Behauptung bewiesen ist. 

Wir sprechen das Resultat der Bestätigung des ersten Er- 
gänzungssatzes in folgendem Satze aus: 

Satz 7. Diejenigen Primideale des Körpers JSl(O), 
welche in dem reellen Unterkörper Äi(0 + 0"*) liegen, 
sind sämmtlich primär; ist o ein solches primäres 
Primideal, so giebt es stets eine primäre Zahl o, 
sodass = ((ö) und 

'0 = 1, (4) 
ist. 

Wir wenden uns zur Bestimmung der hyperprimären Prim- 
ideale und zur Bestätigung des zweiten Ergänzungssatzes. 

Gemäss der Definition 3 des § 6 wird ein primäres Ideal des 
Körpers Ä(0), also in unserem Falle ein Hauptideal l(oA, dann 
hyperprimär heissen, wenn 



(^)- 



+1 



ausfäUt, wo 1 + e Primfaktor der Zahl 2 ist. Es ist 2 = c • (1 + O)«, 
wo £ eine Einheit bezeichnet. 
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Man bat also als Ansatz folgende Kongruenz nach ImA: 



m-- 



(i + e) 2 



hier ist die Norm n IcoA = p^ und p von der Form 16m + 15. 

Es ist also 

pi-i 



"■^«'-(i+e) 



m-^ 



= j(i + e)(i + e")} 



16X) 2 



= (2 + ^) 



2 



Nun beüierke man erstens, dass V'2+d die bestimmende Zahl 

des reellen Unterkörpers des Zahlkörpers K{^^ = K\e^ Jj und 
dass ferner , gemäss dem Schluss des § 3 , die rationalen Prim- 
zahlen p = 32w + 31, welche in der Form p = 16m + 15 mit in- 
begriffen sind, im Körper k{\/2+d) in Primideale des Körpers 
K{\ß) zerlegt werden, sodass nach dem ersten Teile des Satzes 1 

in § 3 ^ _ 

\J2+^' = ^2+» 

wird , während , wenn p von der Form 32m + 16 ist , die Substi- 
tution 6 = (^2+^ : ^2+d') eine Relativsubstitution des Körpers 
k{sj2+^) in Bezng den Unterkörper k{d) ist, sodass hier 

^2+^" = -V2+i 
wird. 

Hieraus folgt, dass 



(^)^ 



-p-i 



'l+i\ = N/2+* _ ^1 



mc p — 32m + 31, und 



m^ 



-p-i 



■■■> 



für jp = 32m + 15. 
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Wir zeigen jetzt, in Bestätigung des zweiten Ergänzungs- 
satzes, von allen denjenigen Primzahlen co^ des Körpers Jf(ö), 

welche Primfaktoren der rationalen Primzahlen p = 32m + 31 
sind, wo 2x1000, dass dieselben einer Einheit des Körpers k{d') 
nach dem Modul (4^), also erst recht nach dem Modul 4(1 + 0), 
wo « • (1 + 6)* = d'j kongruent sind , dass dieselben also mit einer 
geeigneten Einheit von k(d) multiplicirt kongruent 1 nach (4^) 
sind. 

Die auf der linken Seite der folgenden Kongruenzen stehenden 
Primzahlen sind den Tabellen von Keuschle entnommen. 

CD., = 3 + 2^ = (-l+\/2)(l±d7, 

©,„ = 7 + 4^ = -1, 

0)33, = 5 + 6^ = (l-V2)(l±«^')*, 

«>47, = 7 + 3^ + 3^" = ^(i + r){l + »y, 

a>^, = 3 + 4^ + 2^" = (-1 + V2)(1 + ^)«, 

fl,^ = 15-4^-9r = ~(i + r) 

fl,^, = 1-4^ + ^ = 1+^", 

wo der Modul 4^, bezw. 4^" ist. 

Das Korollar des Satzes 3 des § 6 : 

„Sind 1/, ft ganze zu 2 prime Zahlen des Körpers k und ist 
mindestens eine der Zahlen v, ft primär, so ist 

© = (f )•■ 

werden wir für eine unendliche Anzahl von Primzahlen des Kör- 
pers -K(6) bestätigen. 

Auf Grund der Sätze des § 4 und indem wir infolge des Satzes 
7 die Primärzahl m^ = 1, (4) voraussetzen, führen wir die Rich- 
tigkeit der Gleichungen: 
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IV. (^) _ (Vi) 

auf die Giltigkeit des Reciprocitätsgesetzes im Körper k{Q) und 
im Korper der rationalen Zahlen zurück. 

Mögen die Primzahlen d^, o) , © , co ,_, © ,_ bezw. Teiler 

der rationalen Primzahlen p^ g,, g„ g„ q^ sein , so hat man zuerst 
folgenden Ansatz 

Nach Satz 5 § 4 müssen die Relativnormen auf der rechten 
Seite der Kongruenzen Primzahlen ersten Grades des den Kör- 
pern Tc{^) und lc{ifi) gemeinsamen Unterkörpers A;(V2) sein; wir 
bezeichnen N. , J(o^ mit o ,_ und N, .^.lo \ mit ©';_ und werden 

zeigen, dass 



also 



ist. 

Ferner ist 



2 ' 2 

^2 vT 



UJ U^/ 






Setzen wir gemäss Satz 5 § 4 
so folgt die Richtigkeit der Gleichung 



UJ U^^/ 
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71 
ans der sogleich za beweisenden Gleichung 

In der That ist erstens 



oder 

■1, (4), a 
Zweitens ist 



fö)-fö) 



in ifc(V2), da 0^= 1, (4), also auch die Relativnorm o = 1, (4) ist. 



2 8 

vT vT 

oder 

© = (%) 

in i(V2\ aas ebendemselben Grunde. 

Wie wir nun die Richtigkeit der Gleichungen I und II auf 
die Richtigkeit des Reciprocitätsgesetzes in k{^2) zurückgeführt 
haben, so fuhren wir nunmehr die Richtigkeit der Gleichungen 
in und IV auf das Reciprocitätsgesetz im Körper der rationalen 
Zahlen zurück. 

Man hat zuerst den Ansatz 



Nach Satz 6 § 4 liegen die Relativnormen rechter Hand der 
Kongruenzen im Körper der rationalen Zahlen, und sind dort 
Primzahlen ersten Grades. Da femer nach Voraussetzung to^ = 1; 

(4), so ist auch 
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also 

weil p von der Form 16m + 15 ist. 

Jetzt folgt die Richtigkeit der Gleichung 



0=)'^ 



V— 1 «• 

ans der Richtigkeit der Gleichung 

oder ans 

(^) = m- 

Die Richtigkeit der Gleichung IV 
folgt aus der Gleichung 



oder aus 






m = {¥■ 
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Vita. 

Ich bin am 27*®" Februar 1868 zu Langenbielau in Schlesien 
geboren. Ich besuchte das humanistische Gymnasium zu Schweid- 
nitz, wo meine Neigung geteilt war zwischen dem klassischen 
Altertum und dem rein Abstrakten und Philosophischen. Als 
einem Gegengewicht meiner Neigung zu dem rein Abstrakten 
widmete ich mich im Beginn der akademischen Studienzeit den Er- 
fahrungswissenschaften der Chemie und Physik, pflegte aber noch 
weiterhin das schon frühe begonnene Studium der spekulativen 
Philosophie von Kant und Schopenhauer und des philosophischen 
Teiles der Werke von Goethe und besonders von Schiller. Ich 
hörte bei den Herren Professoren Viktor Meyer , A. W. v. Hof- 
mann, Kundt, Benno Erdmann, Kuno Fischer, Wundt. 

Erst in vorgerückten Semestern hörte ich zum ersten Male 
über Mathematik und entschied mich für diese Wissenschaft, als 
meinem Hauptfache. In die Analysis wurde ich im siebenten Se- 
mester durch Leo Königsberger eingeführt. In Leipzig studierte 
ich die Grundzüge der Lie' sehen Geometrie und widmete mich 
ebendaselbst dem Studium älterer klassischer Abhandlungen, ins- 
besondere von Euler und Lagrange. Meine letzten Studien in 
Göttingen betreffen Zahlentheorie, Mecbaliik, Funktionentheorie 
und mechanische Theorie der Wärme. Zu besonderem Danke bin 
ich in Göttingen dem eindringlichen Vortrage der Herren Pro- 
fessoren David Hilbert und Felix Klein verpflichtet. 
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